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In this article, we study orbital integrals on non-connected real reductive
groups. We obtain a characterisation of these functions. We construct a family of
invariant eigendistributions and we use it to prove an invariant PaleyWiener
theorem.  1997 Academic Press
Les inte grales orbitales tordues interviennent naturellement dans plusieurs
proble mes lie s a l’e tude des formes automorphes. Nous nous inte ressons
ici aux groupes de Lie re ductifs re els. Les inte grales orbitales tordues sont
de finies de la fac on suivante. Soient un groupe de Lie re ductif re el connexe
Go , % un automorphisme de Go et f # Cc (Go) (l’espace des fonctions
inde finiment diffe rentiables a support compact). Pour tout x # Go semi-
simple, notons H=[g # Go , gx%(g&1)=x] et posons
J %G o( f )(x)=|det(Id&%
&1 b Ad x&1) gh | 12 |
G oH
f (gx%(g&1)) dg*
ou h=Lie(H) et dg* est une mesure invariante sur Go H.
Le but de cet article est d’e tudier les proprie te s des J %G o( f ), d’en obtenir
une caracte risation par ces proprie te s, et d’e tudier les distributions
invariantes par conjugaison tordue afin d’e noncer un the ore me de type
PaleyWiener.
Citons le cas particulier ou Go=GC est un groupe semi-simple complexe
connexe, et % la conjugaison par rapport a une forme re elle GR de GC ,
traite par D. Shelstead ([Sh]) pour l’espace des fonctions de Schwartz.
Il sera plus commode pour nous de conside rer G%=(%) _ Go ou (%) est
le sous-groupe des automorphismes de Go engendre par %. On a
(1, g)(%, x)(1, g&1)=(%, gx%(g&1))
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E tudier l’action tordue de Go sur lui-me^me revient donc a e tudier l’action
de Go sur la composante connexe (%, Go) de G% .
L’espace des distributions sur Go invariantes par l’action tordue, que l’on
note Distr(Go)% est isomorphe a Distr((%, Go))Go, l’espace des distributions
sur (%, Go) invariantes sous l’action de Go .
Nous sommes donc conduit a nous inte resser a une classe de groupes
plus large que celle de Harish-Chandra. Nous conside rerons les groupes G
ayant une alge bre de Lie re ductive g et ve rifiant en outre
(i) Le centre du groupe de rive de Go est fini.
(ii) Soit C le noyau de la repre sentation adjointe. Alors GCGo est fini.
On ne conside re d’autre part que des groupes de Lie dont l’ensemble des
composantes connexes est de nombrable. (Le groupe G=(%) _ Go ve rifie
ces hypothe ses a condition que la restriction de l’action de % sur le centre
c de g soit d’ordre fini.)
Nous fixons un sous-groupe ouvert G< de G, ayant un nombre fini de
composantes connexes, et une composante connexe G
*
de G. Soit G
*
t
le
sature de G
*
sous l’action de G<. Nous allons e tudier l’action de G< sur G
*
t
(dans le cas des inte grales orbitales tordues, nous avons G%=G et
Go=G<).
Soit x un e le ment re gulier de G
*
t
. Notons a le centralisateur de x dans
g. Contrairement aux groupes de la classe de Harish-Chandra, a n’est pas
une sous-alge bre de Cartan de g, mais une sous-alge bre abe lienne compose e
d’e le ments semi-simples (voir proposition 2.1). Nous de finissons un sous-
espace de Cartan de G
*
t
comme e tant une partie de la forme A=x exp a,
ou x est re gulier dans G
*
t
et a=gx. Nous montrons (cf. Proposition 7.2)
qu’il n’y a qu’un nombre fini de classes de conjugaison sous G< de sous-
espaces de Cartan de G
*
t
. Ces objets jouent le ro^le des sous-groupes de
Cartan dans la the orie de Harish-Chandra. En effet, ils sont transverses aux
orbites, et un e le ment re gulier de G
*
t
est dans un et un seul d’entre eux.
Pour f # C c (G*
t
), l’espace des fonctions inde finiment diffe rentiables a
support compact sur G
*
t
nous de finissons l’inte grale orbitale de f en x par
JG <( f )(x)=|det(Id&Ad x&1) ga | 12 |
G <Z(G <, x exp a)
f (gxg&1) dg*
ou Z(G<, x exp a) est le centralisateur dans G< de x exp a et dg* est une
mesure invariante sur le quotient G<Z(G<, x exp a). Le lien avec les
inte grales orbitales tordues (G=G% , G<=Go) est donne , pour x # Go
ge ne rique, par
J %G o( f )(x)=JGo( f )((%, x))
ou f # Cc ((%, Go)) est de finie par f ((%, x))= f (x).
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Dans une premie re partie, nous caracte risons l’espace I (G
*
t
) des
inte grales orbitales des fonctions de Cc (G*
t
) comme l’espace des fonctions
inde finiment diffe rentiables sur l’ouvert des e le ments re guliers de G
*
t
,
invariantes sous l’action de G<, et ve rifiant 4 proprie te s e nonce es dans la
Section 9. Ceci est e tabli par la me thode de descente mise en place dans les
sections pre ce dentes qui nous rame ne au cas connu des inte grales orbitales
sur les alge bre de Lie. On munit I (G
*
t
) d’une topologie d’espace LF (limite
inductive d’espaces de Fre chet).
Le the ore me principal de cette partie est le suivant:
The ore me. L’application
JG < : D(G*
t
)  I (G
*
t
)
est continue subjective et sa transpose e re alise un isomorphisme de I (G
*
t
)$
dans l ’espace des distributions G<-invariantes sur G
*
t
.
Comme conse quences de ce the ore me, citons la densite (pour la topologie
faible) de l’espace des fonctions inde finiment diffe rentiables G<-invariantes
et de l’espace des distributions de la forme f [ JG <( f )(x)(x # G*
t
re gulier)
dans Distr(G
*
t
)G
<
.
Dans une seconde partie, nous supposons que G ne posse de qu’un
nombre fini de composantes connexes et que G< est dans la classe de
Harish-Chandra (pour G% , ceci signifie que l’automorphisme % est d’ordre
fini). Alors G posse de un sous-groupe compact maximal K, qui rencontre
toutes les composantes connexes de G, ce qui nous permet d’introduire la
notion d’e le ment elliptique. On peut ainsi de composer un sous-espace de
Cartan A en A=AIAR ou AI est compose d’e le ments elliptiques et AR
d’e le ments hyperboliques (cf. Proposition 12.5).
Notre but principal dans cette seconde partie est de construire sur G
*
t
des distributions G<-invariantes et Z(gC )-propres qui sont appele es a jouer
le ro^le des caracte res des repre sentations unitaires irre ductibles tempe re es
de la the orie classique. Dans le cas ou G=G% et G<=Go , on peut les
de crire comme caracte res tordus de repre sentations unitaires irre ductibles
de Go (voir Section 18).
Nous de crivons brie vement la manie re dont sont parame tre es ces distri-
butions. Soit A=x exp a un sous-espace de Cartan de G
*
t
tel que A=AI et
soit P un syste me de racines positives de 2(gC , aC ) (ce syste me n’est pas
re duit en ge ne ral). Soit A l’ensemble des fonctions h* de A dans C_ telles
qu’il existe & # a*C de sorte que pour tout a # A, pour tout X # a on ait
h*(a exp X)=h*(a) e&(X). Ne cessairement & est dans ia*. Nous attachons a
chaque h* # A un caracte re / de Z(gC ). On construit une distribution 3h*, P
ve rifiant
z } 3h*, P=/(z) 3h*, P (z # Z(gC ))
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Une ge ne ralisation du the ore me de re gularite de Harish-Chandra ([B1]
The ore me 2.1.1) nous dit qu’alors les 3h*, P sont donne es par des fonctions
localement L1 et analytiques sur l’ouvert dense des e le ments re guliers de
G
*
t
. De plus, sur les e le ments re guliers de A, 3h*, P est donne e par une
formule explicite (voir the ore me 15.4).
Pour les autres sous-espaces de Cartan, on se rame ne au cas pre ce dent
par induction (voir Section 16).
Nous de finissons alors la transforme e de Fourier d’un fonction f # Cc (G*
t
)
par
F ( f ) : h* [ 3h*, P( f )
Nous obtenons alors un the ore me du type PaleyWiener invariant. Pour
A et P comme ci-dessus, on de finit la transforme e de Fourier d’une fonction
. de Cc (A) en un e le ment h* de A par
.^(h*)=|
A
.(h) h*(h) dh
On note PW (A)P l’espace des fonctions F sur A transforme e de Fourier
de fonctions de Cc (A) et ve rifiant
F(w[h*])==I (w) F(h*), w # W(G<, A), h* # A
(voir Section 15 pour la de finition de w[h*]) que l’on munit d’une topologie
d’espace LF de sorte que la transforme e de Fourier soit un isomorphisme
d’espaces topologiques. Alors, si f # Cc (G*
t
), la fonction
F ( f ) |A : h* [ 3h*, P( f )
est dans PW (A)P. Choisissons des repre sentants A1 , ..., As des classes de
conjugaison de sous-espaces de Cartan de G
*
t
, et pour chacun d’entre eux,
un syste me de racines positives imaginaires pures Pi , 1is. Nous mon-
trons que l’application
F : Cc (G*
t
)  
1is
PW (Ai)Pi
de finie par F ( f )=1is F ( f ) |Ai est continue et subjective (cf.
The ore me 17.4). L’application F induit une application continue subjective
F : I (G
*
t
)  
1is
PW (Ai)Pi
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qui est en fait un isomorphisme topologique (The ore me 17.6). Nous en
de duisons un isomorphisme topologique
I (G
*
t
)& 
1is
Cc (Ai)
P i.
Nous espe rons revenir dans un prochain article sur le proble me de
l’inversion des inte grales orbitales sur G
*
t
.
Je remercie le professeur A. Bouaziz de m’avoir propose ce sujet et de
m’avoir guide tout au long de ce travail.
1. NOTATIONS ET CONVENTIONS
Dans ce travail, on adoptera les notations et conventions suivantes (sauf
mention explicite du contraire).
Si X est un ensemble fini, on note |X| son cardinal. Si V est un espace
vectoriel, on note V* son dual. Si A est un endomorphisme de V qui laisse
stable un sous-espace vectoriel W de V, on note A |W sa restriction a W.
Si V est un espace vectoriel re el, on note VC son complexifie . Si A est
un endomorphisme de V, son extension par line arite a VC sera encore
note e A. Le complexifie de V* s’identifie canoniquement au dual de VC . Si
: # V*C , on dit que : est re elle (resp. imaginaire) si sa restriction a V est
re elle (resp. imaginaire); si : n’est ni re elle ni imaginaire, on dira qu’elle est
complexe.
Si V est un espace vectoriel, on note S(V) son alge bre syme trique.
Si V est un espace vectoriel re el, on identifie S(V*C ) avec l’alge bre des
fonctions polynomiales a coefficients complexes sur V, et on identifie
S(VC ) avec l’alge bre des ope rateurs diffe rentiels a coefficients constants
complexes sur V; on note (u) l’ope rateur correspondant a u # S(VC ).
Si G est un groupe ope rant dans un ensemble X, si H est une partie de
G et Y est une partie de X, on note N(H, X)=[h # Hh .Y/Y] et Z(H, Y)=
[h # H\y # Y, h . y= y]. Lorsque N(H, Y) est un groupe, on notera
W(H, Y) le groupe quotient N(H, Y)Z(H, Y). On note XH l’ensemble des
e le ments de X fixe s par tout h # H.
Les groupes de Lie seront note s par des lettres majuscules (G, H, M ...),
et leur alge bre de Lie par les lettres gothiques minuscules correspondantes
(g, h, m ...). On notera Gx la composante connexe du groupe de Lie G
contenant l’e le ment x, et Go la composante neutre de G. On notera [G, G]
le groupe engendre par les commutateurs de G, et Z(G) son centre. Sauf
mention explicite du contraire un groupe de Lie agit sur lui-me^me par
automorphismes inte rieurs, et sur son alge bre de Lie par l’action adjointe.
Si X # g et x # G, on notera Xx=Ad x(X). Si g et x sont deux e le ments de
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G, on notera g[x]= gxg&1, et si A et B sont deux parties de G, on notera
A[B] l’ensemble des g[x], g # A, x # B.
Si g est une alge bre de Lie re ductive, on note g$ l’ensemble des e le ments
semi-simples re guliers de g. Si A est une partie de g, on note A$=g$ & A.
Si g est une alge bre de Lie re ductive, on note Car(g) l’ensemble des
sous-alge bres de Cartan de g. Si h # Car(g), on note 2(g C , hC ) (resp.
2I (g C , h C )) le syste me de racines de gC dans hC (resp. racines imaginaires,
c’est-a -dire celles dont la restriction a h prends des valeurs imaginaires
pures).
Si E est un espace vectoriel topologique, on notera E$ son dual topologique.
Si X est un espace topologique et si Y/X, on note Y l’adhe rence de Y
dans X. Si f est une fonction sur X, on note f |Y sa restriction a Y. On
notera aussi suppX ( f ) son support dans X.
Classe H
Nous dirons qu’un groupe de Lie G est dans la classe H si son alge bre
de Lie est re ductive et s’il ve rifie les deux proprie te s suivantes:
(i) Z([Go , Go]) est fini.
(ii) GC .Go est fini, ou C de signe le noyau de l’application adjointe.
Dans la suite G de signe un groupe de la classe H . On note g son alge bre
de Lie qui se de compose en:
g=cg1
ou c de signe le centre de g et g1 son alge bre de rive e.
On a C=Z(G, Go) et C0=exp c. On note aussi G1=[Go , Go].
Soit x # G. On voit facilement que Ad x normalise c et g1 . Il re sulte de
(ii) que Ad c (G) est un sous-groupe fini de GL(c).
Chaque fois que l’on se donne un groupe de Lie G de la classe H , on
suppose fixe e sur g une forme biline aire syme trique non de ge ne re e et G
invariante que l’on notera }g (ou simplement } si aucune confusion n’est
a craindre). Alors g sera munie de la mesure de Lebesgue dX telle que le
volume du paralle pipe de de termine par une base X1 , ..., Xn de g (n=dim g)
soit e gal a |det(}g (Xi , Xj))|12 et G sera muni de la mesure de Haar
tangente a dX. Si M est un sous-groupe ferme de G d’alge bre de Lie m tel
que }g soit non de ge ne re e sur m, on munit M de la mesure de Haar
tangente a la mesure de Lebesgue que l’on a de finie sur m. Si M$/M sont
deux sous-groupes ferme s de G tels que }g est non de ge ne re e sur
leur alge bre de Lie respectives, on munit MM$ de la mesure M-invariante
quotient des mesures de Haar sur M et M$ que l’on a de finies pre ce demment.
On la note dm* .
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2. ELE MENTS RE GULIERS, E LE MENTS SEMI-SIMPLES
Soit x # G. On note l(x) la multiplicite de la valeur propre 1 de Ad(x).
Soit G
*
une composante connexe de G. On pose:
l(G
*
)= inf
y # G
*
l( y)
On dit que x est re gulier dans G si l(x)=l(Gx). On note Greg l’ensemble
des e le ments re guliers de G. C’est un ouvert dense de G.
Pour x # G
*
, on note:
det(Id&Ad x&1+t Id)=tlDG(x)+tl+1 . . .
avec l=l(G
*
).
DG(x) est appelle le discriminant de G et x # Greg si et seulement si
DG(x){0. Un e le ment de G sera dit semi-simple (resp. unipotent) si
son image par l’application adjointe est un e le ment semi-simple (resp.
unipotent) de Aut(gC ). L’action d’un e le ment sur le centre e tant toujours
semi-simple, on en de duit facilement que tout e le ment g de G s’e crit
g= gsgu ou gs est semi-simple, gu=exp X pour un certain X # g1 nilpotent
et gs , gu commutent. De plus il y a unicite de cette de composition
(de composition de Jordan).
La proposition suivante est un re sultat de Gantmacher ([G], The ore mes
5 et 28).
Proposition 2.1. Soit x # Greg . Alors x est semi-simple, et gx est une
sous-alge bre abe lienne de g forme e d ’e le ments semi-simples. De plus gx & g$
est non vide.
Notons a=gx. Il re sulte facilement de cette proposition que ga est une
sous-alge bre de Cartan de g contenant a et que dim a=l(x).
Proposition 2.3. Soit x # G semi-simple. Alors gx ve rifie:
(i) gx=gx & cgx & g1
(ii) } est non de ge ne re e sur gx & g1
(iii) gx contient les parties semi-simple et nilpotente de ses e le ments.
De plus gx est une sous-alge bre re ductive dans g.
De monstration: (i) est trivial puisque x normalise c et g1 , (iii) est une
conse quence imme diate de l’unicite de la de composition de Jordan. Pour
montrer (ii), on peut supposer que g=g1 . Supposons que } soit de ge ne re e
sur gx et soit X # gx tel que }(X, Y)=0 pour tout Y dans gx. Posons
qx=(Ad x&Id)(g). On a alors, puisque x est semi-simple g=gx qx , et
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(Ad x&Id)|q x est bijectif. Donc tout Y de qx s’e crit sous la forme Y=
Yx1&Y1 pour un certain Y1 de qx . On en de duit que }(X, Y)=
}(X, Y x1&Y1)=0. Nous aboutissons ainsi a une contradiction puisque }
n’est pas de ge ne re e sur g. La dernie re assertion est une conse quence des
trois premie res ([Bour], Lemme 1.1.2). Ceci termine la de monstration.
Posons Z=Gx et z=gx, de sorte que Zo est le sous-groupe analytique
de Go d’alge bre de Lie z.
Proposition 2.3. Soient x et Z comme ci-dessus. Alors Z est dans la
classe H
Ceci est prouve dans [B1] 9.1.4. (La preuve est identique malgre une
situation le ge rement diffe rente.)
Proposition 2.4. Soit x # G semi-simple. Alors le rang de z est e gal a l(Gx).
Avant de commencer la de monstration, introduisons quelques notations
supple mentaires. Soient
‘z=[X # z tels que det(Id&Ad(x exp X)) | q x {0]
‘Zo=[z # Zo tels que det(Id&Ad(xz)) | q x {0]
Ce sont des ouverts denses de z et Zo respectivement. Remarquons que si
z # Zo , alors xz # Greg si et seulement si z # Zreg & ‘Zo . De finissons:
9 : G_Zo  G
(b, m) [ b[xm]
On a d9(b, m)(X, Y)=Ad(b)(X (xm)
& 1
&X+Y)(X # g)(Y # z) il s’ensuit que
d9 est subjective en tout point de G_‘Zo , en particulier en (e, e). Donc il
existe des ouverts A et B autour de e respectivement dans G et ‘Zo tels que
A[xB] soit un voisinage ouvert de x dans G. Il existe un e le ment re gulier
dans cet ouvert, donc il existe m # ‘Zo tel que xm soit re gulier. D’autre part,
puisque m # ‘Zo , on a gxm/gx=z. On sait que gxm est abe lienne, forme e
d’e le ments semi-simples, et de dimension l(Gx)=l(Gxm). On a donc
gxm=zm. Or zm est une sous-alge bre de Cartan de z. En effet, m est un
e le ment re gulier de Zo .
3. ORBITES DANS G
Soit G< un sous-groupe ouvert de G n’ayant qu’un nombre fini de
composantes connexes. L’objet de cette section est de caracte riser les
orbites semi-simples de l’action de G< sur G par conjugaison comme e tant
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exactement les orbites ferme es. Soit GC /Aut(g1C) le complexifie de
Ad| g 1(G).
GC est semi-simple, d’alge bre de Lie g1C , et n’a qu’un nombre fini de
composantes connexes.
Proposition 3.1. Les orbites semi-simples dans G sous l ’action de G<
sont exactement les orbites ferme es.
La preuve de cette proposition occupera le reste de cette section. Nous
nous inspirons de la de monstration dans le cas des groupes de la classe de
Harish-Chandra telle qu’on peut la trouver dans [Var].
Une conse quence du the ore me de JacobsonMorosow est que pour tout
x dans G, xs est dans l’adhe rence de l’orbite de x. Il s’ensuit qu’une orbite
ferme e est semi-simple. (Pour ceci, voir [Var], II.2 Cor 8).
Supposons maintenant x semi-simple dans G.
Lemme 3.2. L’orbite (Aut g1C)[Adg1C(x)] est ferme e.
De monstration. Posons OC =(Aut g1C)[Adg1C(x)]. Supposons que OC
ne soit pas ferme e, et soit y~ # OC"OC . Comme y~ est limite d’une suite
d’e le ments semi-simples semblables a Ad| g1C(x), il a me^me polyno^me
minimal et me^me polyno^me caracte ristique que Ad| g1C(x). En particulier, il
est semi-simple, et (Autg1C))[ y~ ] a me^me dimension que OC . Nous
aboutissons ainsi a une contradiction, puisque dim(Autg1C)[ y~ ]<dim OC , y~
e tant dans OC "OC .
Lemme 3.3. Soit F=(Ad g 1 Go)[Ad g 1(x)]. Alors F est une composante
connexe de OC & Aut(g1). En particulier F est ferme e.
Ce re sultat est un cas particulier d’une situation plus ge ne rale (voir par
exemple [Dix] Lemme 8.1.2).
Revenons a G. Il nous suffit de montrer que Go[x] est ferme e. Soit
y # Go[x]. Alors d’apre s ce qui pre ce de, Adg 1 y # (Adg 1(Go))[Adg 1x] et
donc y est semi-simple. Soit V un voisinage (Go) y-invariant de 0 dans g y
tel que
V/‘g y=[X # g ydet(Id&Ad( y exp X)) | gg y {0]
On sait qu’alors Go[ y exp V] est un ouvert contenant y. Donc
Go[ y exp V] & Go[x]{<, puisque y # Go[x]. Soient g # Go et X # V tels
que y exp X= g[x]. Il s’ensuit que Ad( y exp X) est semblable a Ad x, donc
aussi a Ad y, ce qui montre en particulier que Ad( y exp X) est semi-simple.
D’autre part, comme X # ‘g y, on a g y exp X/g y, donc g y exp X=(g y)exp X. Il
s’ensuit que exp X centralise g y.
382 DAVID RENARD
File: 580J 297610 . By:DS . Date:14:04:97 . Time:08:54 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3119 Signs: 2225 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Supposons que nous ayons choisi V suffisamment petit, de sorte que
pour toute valeur propre * de ad Y (Y # V), on ait |*|<=<?, pour un =
fixe dans ]0, ?[. Alors X centralise g y. Comme g y est re ductive dans g, son
centre est forme d’e le ments semi-simples de g, donc X est semi-simple dans
g. Les valeurs propres de Ad( y exp X) sont de la forme *i e: i (X) (i=1...n)
ou les *i sont les valeurs propres de Ad y et les :i (X) sont les valeurs
propres de ad X (les valeurs propres sont compte es avec leur multiplicite ).
On peut choisir V suffisamment petit, de sorte que l’e galite des spectres:
(*ie: i (X)) i=1...n=(*i) i=1...n entraine :i (X)=0. Ceci signifie que X # c. Nous
avons besoin du lemme suivant:
Lemme 3.4. Posons A=[exp X, X # c & V_g # Go avec y exp X=
g[x]]. Alors A est un sous-ensemble fini de exp(c & V).
De monstration. Soit t # A, t{1. Il existe g # Go tel que g[x]= yt. Soit
n # N tel que xn # C .Go . On a alors g[xn]= yntn. Comme xn et yn sont
dans la me^me composante connexe de G, on peut poser xn=#x1 et yn=#y1
pour un certain # # C et x1 , y1 # Go . On en de duit y1 tn= g[x1].
premier cas : tn # exp(c & V) & [Go , Go]. Comme le centre de [Go , Go]
est fini, il n’y a qu’un nombre fini de possibilite s pour tn, et donc un
nombre fini de possibilite s pour t, puisque exp c est un groupe de Lie
abe lien connexe.
deuxie me cas : tn  exp(c & V) & [Go , Go]. Soit * un caracte re de Go ,
trivial sur [Go , Go] tel que *(tn){1.
On a *(g[x1])=*(x1)=*( y1) .*(tn). De plus, comme y1 # Go[x1],
*( y1)=*(x1), d’ou *(tn)=1, ce qui contredit l’hypothe se. Nous sommes
ne cessairement dans le premier cas, ce qui ache ve la preuve du lemme.
On peut conclure l’ensemble de la de monstration, en supposant que V
ait e te choisi suffisamment petit, de telle sorte que exp(c) & A=[1]. On
obtient alors y= g[x].
4. VOISINAGES INVARIANTS DANS GC
Le but de cette section est de construire de ‘‘bons’’ voisinages (dans un
sens qui sera pre cise -plus tard) autour des points semi-simples de GC . Soit
x # GC semi-simple. Posons ZC =GxC et z C =(g 1C)
x.
Appelons _ le centre de z C et z 1C =[zC , z C ]. On a z C =_z 1C .
Comme ZC stabilise _ et z 1C et que ZC posse de seulement un nombre
fini de composantes connexes il existe une base de voisinages de 0 dans _
forme e d’ouverts ZC -invariants.
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Soit # un tel voisinage de 0 dans _ que l’on suppose de plus ouvert et
connexe. Soit {>0. Posons:
zC (#, {)=[X1+X2 , X1 # #, X2 # z 1C tels que pour toute valeur propre *
de ad(X2) on ait |*|<{].
Soient ‘ZC =[z # ZCdet(Id&Ad(xz)) g 1Cz C {0] et ‘z C =[Y # z C 
exp Y # ‘ZC ].
Alors ‘z C est un ouvert ZC-stable de zC contenant 0. On peut choisir #
et { suffisamment petits de sorte que:
(i) zC (#, {)/‘zC
(ii) zC (#, {)  ZC : Y [ x exp Y re alise un diffe omorphisme de zC (#, {)
sur son image.
On supposera # et { ainsi choisis dans toute la suite.
Proposition 4.1. L’application
GC _z C (#, {)  GC
(g, x) [ g[x exp X]
est une submersion.
Ceci de coule directement des de finitions.
On en de duit que GC (#, {)=GC[x exp(z C (#, {))] est un ouvert de GC .
Soit y # GC tel que y[x exp(zC (#, {))] & x exp(zC (#, {)){<, et soient
Y1 , Y2 dans z C (#, {) tels que y[x exp Y1]=x exp Y2 .
Notre but dans le reste de cette section est de montrer que pour un choix
convenable de # et {, ne cessairement y # ZC .
Lemme 4.2. Soit X # zC (#, {). Alors
(i) x exp X est semi-simple si et seulement si X est semi-simple dans zC .
(ii) Xs # z C(#, {).
(iii) X # ‘zC & z C$ si et seulement si x exp X est re gulier dans GC .
La de monstration de ce lemme ne pre sente pas de difficulte s. Ceci permet
de supposer que Y1 et Y2 sont semi-simples.
Posons ziC =g
x exp Y i
C (i=1, 2). Comme Yi # ‘z C , on a z
i
C /z C . Soit
aC une sous-alge bre de Cartan de zC contenant Y1 . On a a yC /
z2C /zC . En effet soit A # a C , on a (x exp Y2) .A
y=( y[x exp Y1] .y) .A=
( yx exp Y1) .A=A y.
Soit A1 # a C re gulier, proche de Y1 (de sorte que A1 # z C (#, {)).
Comme y[x] exp(Y y1 )=x exp Y2 , et Y
y
1 # a
y
C /zC on a exp(Y
y
1 ) # ZC .
On en de duit que y[x] # ZC , puis y[x exp A1] # ZC . Si A1 est suffisamment
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proche de Y1 , y[x] exp(A y1 ) est proche de y[x] exp(Y
y
1 )=x exp Y2 , donc
on peut supposer y[x] exp(A y1 ) # x exp(z C (#, {)). D’apre s (iii) du lemme
pre ce dent, x exp A1 est re gulier, donc y[x] exp(A y1 ) l’est aussi.
Un e le ment re gulier de x exp(zC (#, {)) s’e crit x exp A2 , ou A2 est re gulier
dans zC (#, {). On a donc maintenant y[x exp A1]=x exp A2 , avec A1 et
A2 re guliers dans z C (#, {). Or, a yC et a C sont des sous-alge bres de Cartan
de z C , donc conjugue es sous (ZC )0 , i.e. il existe m1 # (ZC )0 tel que
X2=m1 .A2 et X1=A1 soient dans a C (#, {)=a C & zC (#, {). Posons
m=m1y. On a m[x exp X1]=m1y[x exp A1]=m1[x exp A2]=x exp X2 .
Il est facile de voir que m normalise aC . En effet amC & aC contient
l’e le ment re gulier X2 , donc amC =aC . On en de duit que m # N(GC ,
x exp(aC )). Il nous faut maintenant montrer le re sultat suivant:
Lemme 4.3. W=W(GC , x exp aC ) est un groupe fini.
De monstration. Il suffit de montrer que W((GC )o , x exp aC ) est fini.
Soit hC =ga CC . Alors h C est une sous-alge bre de Cartan de g C . Soit H le
sous-groupe de Cartan de (GC )o correspondant. Montrons que Z((GC )o ,
x exp aC )=Hx. Soit g # Z((GC )o , x exp a C ). On a g[x]=x. De plus g
centralise exp a C , donc aC . Il en re sulte que g # exp hC =H (voir [Var]
Lemme I.1.10 sur la connexite des sous-groupes de Cartan d’un groupe
semi-simple complexe connexe). Donc Z((GC )o , x exp aC )/Hx. L’inclusion
inverse est triviale.
Montrons que N((GC )o , x exp a C )=[g # N((GC )o , aC )gxg&1x&1 #
exp a C ].
Soit g # N((GC )o , x exp aC ). Alors g[x]=x exp A1 pour un certain
A1 # aC , d’ou
g[x exp A]=x exp A1 exp(A g) # x exp aC (A # aC )
et donc exp(A g) # exp aC , c’est-a -dire g # N((GC )o , aC ). De plus gxg&1x&1
=x exp A1x&1=exp A1 # exp(a C ). Nous avons e tabli une inclusion,
l’inclusion inverse est claire, donc on a l’e galite voulue.
Notons H (x)=N((G C )o , x exp aC ) & H.
On a N((GC)o , x exp aC )/N((GC )o , x exp hC ), d’ou :
N((GC )o , x exp aC )H (x)/N((GC )o , x exp hC )H
Or, le terme de droite est inclus dans le groupe de Weyl N((GC )o ,
exp h C )H, il est donc de cardinal fini. Il reste donc a montrer que H (x)H x
est de cardinal fini. Soit y # H (x). Posons a( y)= yxy&1x&1:
a : H (x)  exp a C
y [ a( y)
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est un morphisme de groupes de noyau Hx. Comme GC n’a qu’un nombre
fini de composantes connexes, il existe n # N tel que xn # (GC )o.
Or xn # Z((GC )o , x exp a C )=Hx/H. Donc xn # H. On a de plus
a( y)n= yxny&1x&n=e (\y # H (x)).
Comme a( y) # exp aC , qui est un groupe abe lien connexe, il n’y a qu’un
nombre fini d’e le ments d’ordre n, ce qui termine la de monstration du lemme.
Revenons a notre but principal: on sait que m # W(GC , x exp aC ). On
peut choisir # et { suffisamment petits, de sorte que:
\w # W, w[x exp(aC (#, {))] & x exp(aC (#, {)){< O w # Wx
En effet les (aC (#, {))#, { forment une base de voisinages de 0 dans aC .
Si # et { sont ainsi choisis, on en de duit m[x]=x, d’ou y[x]=x.
Re sumons tout ceci:
Proposition 4.4. On peut choisir # et { de sorte que pour tout y # GC :
y[x exp(z C (#, {))] & x exp(zC (#, {)){< O y # GxC
5. VOISINAGES INVARIANTS DANS G.
Dans cette section, nous allons construire de bons voisinages d’un point
semi-simple de G, gra^ce en particulier aux re sultats de la section pre ce dente.
Soit x # G semi-simple. On pose z=gx=_z1 ou _ est le centre de z et
z1 son alge bre de rive e. Notons Z=Gx. Comme Z est dans la classe H , il
existe une base de voisinages de 0 dans _ & c compose e d’ouverts e toile s
stables sous l’action de Z.
Soit # l’un de ces voisinage de 0 dans _ & c. Soit {>0. Posons z#, {=
[X1+X2 , X1 # #, X2 # z & g1 tels que ad X2 ait ses valeurs propres de
module <{] et G#, {=G<[x exp(z#, {)]. On choisit # et { de sorte que:
(i) z#, { /‘z
(ii) Y [ x exp Y est un diffe omorphisme de z#, { sur x exp(z#, {).
La proposition suivante est conse quence imme diate des de finitions.
Proposition 5.1.
G<_z#, {  G
(g, Y) [ g[x exp Y]
est une submersion.
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G#, { est donc un ouvert de G, G<-invariant, et pour chaque ouvert U de
z#, { , G<[x exp U] est ouvert dans G.
Nous allons maintenant montrer l’analogue de la proposition 4.4.
Proposition 5.2. On peut choisir # et { de sorte que pour tout y dans G< :
y[x exp(z#, {)] & x exp(z#, {)]{< O y # Z & G<
De monstration. Posons pour z # G, z =Ad| g 1 C (z). On peut d’apre s ce
qui a e te fait dans la section pre ce dente, trouver un voisinage V de 0 dans
zC & g 1 C invariant sous GxC =ZC tel que si z # GC et z [x exp V] &
x exp V{< alors z # ZC .
Posons C1=exp # et A=[t=exp XX # c & z et _y # G tel que
y[x]=xt]. Nous avons alors:
Lemme 5.3. A est un ensemble fini.
La de monstration est analogue a celle du lemme 3.4.
Soit [ yi]i=1. p tel que [Ad|c yi , i=1, ..., p]=Ad| c G. Choisissons # et { de
telle sorte que  pi=1 C1 } (C
yi
1 )
&1 & A=[e].
Soient y # G, Y1 et Y2 dans z#, { tels que y[x exp Y1]=x exp Y2 . On a
alors y [x exp Y1]=x exp Y2, d’ou y # ZC , c’est-a -dire y[x]=x .
Notons pour tout z # G, z~ =Ad|c(z). Comme exp g agit trivialement sur
c, on a y[x]
t
=x~ . On a donc Ad| g( y[x])=Ad| g x. Il existe donc t # C tel
que y[z]=xt.
Soit Yj=Y $j+Yj" , ( j=1, 2) ou Y $j # g1 et Yj" # c & _.
On a y[x exp Y1]=x exp Y2 , d’ou xt exp(Y $1) y exp(Y"1) y=x exp Y $2
_exp Y"2
On en de duit
t exp(Y $1) y exp(&Y $2)=exp Y"2 exp(&Y"1)
donc
Ad(exp(Y $1) y) Ad(exp(&Y2))=Id
c’est-a -dire
exp(ad(Y $1) y)=exp(ad(Y $2))
Comme, {<? ceci entraine ad(Y $1) y=ad(Y $2) et donc (Y $1) y=Y $2 .
On obtient ainsi t exp(Y"1) y=exp Y"2 , d’ou t # C1 } (C y1 )
&1/Co . Comme
x~ y~ = y~ x~ , on a (Y"1)xy=(Y"1) yx=(Y"1) y, d’ou t=exp(Y"2&(Y"1) y) avec
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Y"2&(Y"1) y # z. Comme y[x]=xt, on a t # A. Ceci implique avec les choix
faits que t=e, ce qui ache ve la de monstration de la proposition 5.2.
Donnons quelques corollaires de ce re sultat.
Corollaire 5.4. Soient #, { tels que les proprie te s des propositions 5.1 et
5.2 soient ve rifie es. Alors e tant donne e une fonction f sur V=x exp(z#, {)
invariante par Z & G<, il existe une unique fonction G<-invariante g telle que
g |V= f. De plus si f est continue (resp. C), g l ’est aussi.
Corollaire 5.5. Soient #, { comme ci-dessus. Alors on peut de finir
l ’application
? : G#, {  G<[x]
g[z] [ g[x] (z # x exp(z#, {))
L’application ? est submersive et commute avec l ’action de G.
Si N/G< est une sous-varie te analytique re gulie re de G< telle que n [
n[x] re alise un diffe omorphisme analytique de N sur un voisinage ouvert de
x dans G<[x], l ’application:
(n, z) [ n[z] (z # x exp(z#, {), n # N)
est un diffe omorphisme analytique de N_x exp(z#, {) sur ?&1(N[x]) qui
envoie [n]_x exp(z#, {) sur ?&1(N[x]). Ceci signifie que (G#, { , G<[x], ?)
est un fibre de fibre x exp(z#, {) et de groupe structural Z & G<.
6. OUVERTS COMPLETEMENT INVARIANTS-VOISINAGES
ADMISSIBLES-BONS VOISINAGES
Dans cette section, nous introduisons les notions de voisinages
admissibles et de bons voisinages, pre parant ainsi l’utilisation de la
me thode de descente de Harish-Chandra.
Soit x # G semi-simple. Nous reprenons les notations de la section
pre ce dente, et nous supposons #, { choisis de sorte que les propositions 5.1
et 5.2 soient e tablies. Nous commenc ons par montrer un re sultat de
se parabilite :
Proposition 6.1. Soient #1 /# et 0<{1<{ et soit s # Gx semi-simple tel
que s  G<[x exp(z#, {)].
Alors il existe un voisinage gs#s, { s de 0 dans g
s tel que
G<[s exp(g s# s, { s)] & G
<[x exp(z# 1, { 1)]=<
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De monstration. Conside rons l’ouvert gs# s, { s , ou #s est un ouvert
contenant 0 et Gs-invariant de l’intersection du centre de gs et de c, et {s
un re el positif, tous deux pouvant e^tre choisis arbitrairement petits, en
particulier de fac on a ce que les propositions 5.1 et 5.2 soient ve rifie es pour
(s, gs# s, { s).
Supposons que G[s exp(gs# s, { s)] & G
<[x exp(z# 1, {1)]{<. Cette inter-
section est un ouvert non vide de G, donc elle contient un e le ment re gulier.
Soient g # G<, Y1 # z$# 1, {1 , Y2 # g
s
#s, { s & (g
s)$ tels que g[x exp Y1]=s exp Y2 .
Posons Y1=Y $1+Y"1 , avec Y $1 # #1 , Y"1 # z & g1 et Y2=Y $2+Y"2 , avec
Y $2 # #s , Y"2 # gs & g1 .
On notera pour tout z # G, z =Ad| g 1 , C(z) # GC .
Comme x et x exp Y"1 sont simultane ment diagonalisables, g[x] et
g[x exp Y"1] aussi. Soit X # g1, C un vecteur propre commun a ces deux
derniers endomophismes. Posons g[x] .X=*X et g[x exp Y"1] .X=*+X. (+
est une valeur propre de g[exp Y"1] dont X est un vecteur propre).
D’apre s les hypothe ses faites, |1&+|<{1e{ 1, de plus s exp Y"2.X=
g[x exp Y"1] .X=*+X.
Il existe une base commune de diagonalisation de s et de s exp Y"2.
E crivons X=U1+ } } } +Uk ou les Ui sont des vecteurs propres line aire-
ment inde pendants de ces deux endomorphismes.
Posons s .Ui=&i .Ui . Posons aussi s exp Y"2.Ui=&i +iUi , ou +i est une
valeur propre de exp Y"2 pour laquelle Ui est vecteur propre.
On obtient *+ .X=&1+1 .U1+ } } } +&k+k .Uk , d’ou pour tout i, +i &i=*+.
Comme ad Y"2 a toutes ses valeurs propres de module <{s , on a
|1&+i |<{se{ s pour i=1...k. Pour {s suffisamment petit, ne cessairement
tous les +i sont e gaux, et donc tous les &i le sont aussi, *+=+i&i .
X est donc aussi vecteur propre de s et de s exp Y"2. Il s’ensuit que g[x],
s , exp Y"1] et exp Y"2 sont simultane ment diagonalisables, en particulier ils
commutent.
On en de duit que Ad(exp(Y"2)xg
& 1
)=Ad(exp(Y"2) g
& 1
, d’ou
exp(ad(Y"2)xg
& 1
))=exp(ad(Y"2) g
& 1
. L’exponentielle e tant injective sur le
domaine conside re , et g1 e tant semi-simple, on a alors (Y"2)xg
& 1
=(Y"2) g
& 1
,
c’est-a -dire (Y"2) g
& 1
# z.
D’autre part, en reprenant les notations de la section pre ce dente, on a
g[x]
t
=s~ . De plus Y g[x]= ys=Y pour tout Y # c & gs, d’ou (Y g & 1)x=
Y g & 1, c’est-a -dire Y g & 1 # z. En particulier (#s) g
& 1
/c & z, et l’on peut choisir
#s assez petit, de sorte que (#s) g
& 1
+#1 /#. On a alors Y $1+(Y $2) g
& 1
# #.
On a vu plus haut que Y"1 et (Y"2) g
& 1
commutent.
On obtient alors s= g[x exp(Y"1&(Y"2) g
& 1
) exp(Y $1&(Y $2) g
& 1
)], avec
Y $1&(Y $2) g
& 1
# # et (Y"1&(Y"2) g
& 1
) # z.
Supposons maintenant que nous ayons pris {s de sorte que 0<{1+
{s<{. On voit qu’alors ad(Y"1&(Y"2) g
& 1
)) a toutes ses valeurs propres de
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module <{, d’ou s # G[x exp(z#, {)], ce qui est contraire a l’hypothe se. La
proposition est donc de montre e.
De ceci on de duit:
Corollaire 6.2. Avec les notations pre ce dentes on a:
G<[x exp(z# 1, { 1)]/G
<[x exp(z#, {)]
Suivant [Var], on introduit la notion d’ouvert comple tement G<-invariant.
De finition 6.3. Un ouvert U de G est dit comple tement G<-invariant
s’il est invariant sous l’action de G< et s’il ve rifie une des trois proprie te s
e quivalentes suivantes:
C.1. \x # U, xs # U
C.2. Pour tout compact K/U, G<[K]/U
C.3. \x # U, _f # C(U)G < telle que 0 f1 sur U, f #1 au voisinage
de x et supp f/U.
L’e quivalence de C.1, C.2, C.3 se montre comme dans [Var] The ore me
(II.2.26), gra^ce a la proposition pre ce dente.
Remarque: Les voisinages G<[x exp(z#, {)] construits pre ce demment
ve rifient C.1 et sont donc comple tement G<-invariants.
Suivant [B3], nous introduisons maintenant les notions de voisinages
admissibles et de bons voisinages. Comme pre ce demment x est un e le ment
semi-simple de G, et les notations sont habituelles.
De finition 6.4. Un voisinage V de 0 dans z est dit G<-admissible si
A.1. V est comple tement Z & G<-invariant
A.2. ? : G<_V  G(g, X) [ g[x exp X] est submersive.
A.3. Soit y # G<, y[x exp(z#, {)] & x exp(z#, {){< O y # Z.
A.4. Soit Y # Vreg , alors x exp Y # Greg .
Les voisinages z#, { construits pre ce demment avec #, { assez petits sont
G<-admissibles.
De finition 6.5. Si V est un voisinage G<-admissible de 0 dans z,
G<[x exp V] est un voisinage comple tement G<-invariant de x dans G que
l’on appellera ‘‘bon voisinage’’ de x dans G.
De la proposition pre ce dente on de duit que les bons voisinages se parent
les orbites semi-simples de G.
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7. SOUS ESPACES DE CARTAN
Soit G
*
une composante connexe de G et posons G
*
t
=G<[G
*
].
De finition 7.1. On appellera sous-espace de Cartan de G une partie de
la forme A=x exp a ou x est un e le ment re gulier de G et a=gx.
On notera Car
t
(G) l’ensemble des sous-espaces de Cartan de G et
Car
t
*
(G) l’ensemble de ceux inclus dans G
*
t
.
Le premier re sultat important concernant ces objets est:
Proposition 7.2. Il n’y a qu’un nombre fini de classes de conjugaison
sous G< dans Car
t
*
(G).
De monstration. Montrons tout d’abord qu’il n’existe qu’un nombre fini
de classes de conjugaison de sous-alge bres a, ou a=gx, pour un certain x
re gulier dans G
*
t
.
On sait qu’il n’y a qu’un nombre fini de classes de conjugaison de
sous-alge bres de Cartan de g. Soit h une telle sous-alge bre de Cartan. Il
nous suffit donc de montrer que le nombre de classes de conjugaison des
sous-alge bre a=gx, x # G
*
t
re gulier, telles que a/h est fini. Soit a=gx,
x # Greg . Alors x # N(G, h), et W(G, h) est fini. En effet W(Go , h) est fini,
donc W(C .Go , h) aussi, et l’on en de duit le re sultat pour W(G, h). Il n’y a
donc qu’un nombre fini de a possibles.
Soit a1 , ..., ap un syste me de repre sentants des classes de conjugaison
dans g de telles a, et soit B= y exp b # Car
*
(G). Alors il existe g # G< et
1i p tels que g } b=ai .
Donc \X # ai , \Y # b, (g[ y exp Y]) .X=X, d’ou g[ y exp b]/Z( G*
t
, ai).
Lemme 7.3. Soit B= y exp b # Car
t
*
(G), y # ( G
*
t
)reg , b=g y. Posons
h=gb, et H=Z(G, h).
Alors il existe x1 , ..., xm dans G*
t
tels que Z( G
*
t
, b)=mj=1 Ho[xj exp b]
Comme Z(Go , b)=Z(Go , h), on voit que le premier de ceux-ci a un
nombre fini de composantes connexes puisque ce re sultat est bien connu
pour le deuxie me.
Donc Z( G
*
t
, b) est compose d’un nombre fini de composantes connexes
du groupe Z(G, b). Choisissons dans chacune d’elles un e le ment xj ,
(i=1, ..., p) semi-simple (a priori semi-simple dans Z(G, b), mais il l’est
alors dans G). Comme xjexp h est ouvert dans Z(G, b), on peut choisir X
dans h tel que xj exp X est re gulier dans Z(G, b) et tel que gx j exp X/gx j.
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On ve rifie qu’alors xj exp X # ( G*
t
)reg . On peut donc supposer les xj
re guliers, et on a puisque xj # Z(G<[Gy], b), gx j=b. Conside rons:
9 : Ho_b  Z(G<[G*], b)
(h, Y) [ h[xj exp Y]
Sa diffe rentielle est donne e par: \Y1 # b, \H1 # h:
d9(h, Y )(H1 , Y1)=Ad h b ((Ad x&1j &Id) .H1+Y1)
Or xj # Z(G, b)/N(G, h) et h=bIm(Ad(x&1j )&Id). Il s’ensuit que 9 est
re gulie re, et donc Ho[xj exp b] est ouvert dans Z(G, b).
Maintenant, si Ho[xj exp b] & Ho[xk exp b]{<, c’est-a -dire s’il existe
h # Ho et B1 , B2 # b tels que h[xj exp B1]=xk exp B2 , alors h[xj] exp b=
xk exp b, d’ou Ho[xj exp b]=Ho[xk exp b].
On obtient ainsi une partition de Z( G
*
t
, b) en parties connexes ouvertes
disjointes, ce qui entraine le re sultat voulu.
Revenons a la de monstration de la proposition 7.2. On sait que
g[ y exp b]/Z( G
*
t
, ai). Posons h i=ga i et Hi=Z(G, hi). D’apre s le lemme
pre ce dent applique a g[ y] exp ai , on peut trouver x1 , ..., xm # Greg &
Z( G
*
t
, a i) tels que Z( G*
t
, ai)=mj=1 (Hi)o [xj exp ai]. Donc il existe j tel
que g[ y exp b]/(Hi)o [xj exp ai].
Soit Y # b. Alors il existe h # Ho et X # ai tels que g[ y exp Y]=
h[xj exp X], d ou :
y exp b=(g&1h)[xj exp X] exp b=(g&1h)[xj] g&1 exp A g exp b
=(g&1h)[xj] exp b= g&1hxj h&1g exp b= g&1hxj h&1 exp a i g
=(g&1h)[xj exp a i]
On voit donc qu’il n’existe qu’un nombre fini de classes de conjugaison
dans Car
t
*
(G).
Nous allons maintenant calculer l’intersection d’un sous-espace de
Cartan et d’un bon voisinage d’un point semi-simple.
Lemme 7.4. Soit x # G
*
t
semi-simple, et soit z#, { un voisinage admissible
de 0 dans z=gx.
Soit B= y exp b un sous-espace de Cartan de G
*
t
.
Soit A1 , ..., Ak un syste me de repre sentants des classes de conjugaison sous
Gx & G< des sous-espaces de Cartan conjugue s sous G< a B et inclus dans
x exp z, et soient g1 , ..., gk des e le ments de G< tels que gi[B]=Ai . Alors:
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(i) Wi=N(G<, B)g&1i N(G
x & G<, Ai) gi est fini.
(ii) G<[x exp(z#, {)] & B=ki=1 w # W i (wg
&1
i )[x exp(z#, {) & Ai].
L’union ci-dessus e tant disjointe.
De monstration. N(G<, B) a pour alge bre de Lie b, et g&1i N(G
x &
G<, Ai) gi aussi. Ces deux sous-groupes de G< ont donc me^me dimension.
Il suffit alors de montrer que N(G<, B) n’a qu’un nombre fini de composantes
connexes pour avoir (i).
D’apre s [B1], lemme 1.3.2, N(Go , B)Z(Go , B) est fini. Or Z(Go , B)=
Z(G yo , b): c’est un sous-groupe de Cartan de G
y
o , donc il n’a qu’un nombre
fini de composantes connexes. On en de duit que N(Go , B), et donc que
N(G<, B) ont un nombre fini de composantes connexes.
De montrons maintenant (ii): Soit h # G<[x exp(z#, {)] & B, et soient
g # G<, et Z1 # z#, { tels que h= g[x exp Z1]. On a alors g&1[h] #
x exp(z#, {), donc g g
& 1[h] # z. D’autre part g&1 } b/g g & 1[h], d’ou g&1[h exp b]
= g&1[B]/x exp z.
Soit z # Gx & G< tel que (zg&1)[B]=Ai . On e crit: h= gz&1gi g&1i _
zg&1[h], avec gz&1gi # N(G<, B) et g&1i zg
&1[h] # Ai & x exp(z#, {). On
obtient donc h # N(G, B) .g&1i .x exp(z#, {).
Supposons qu’il existe w # N(G<, B), hi # x exp(z#, {) & Ai , et hj # x exp(z#, {)
& Aj tels que (wg&1i )[hi]= g
&1
j [hj]. Alors m= gjwg
&1
i # Z car z#, { est
admissible (proprie te A.3).
On en de duit gi[B]=Ai=m&1[B]=(m&1gj)[B], d’ou i= j et donc
m # N(Gx & G<, Ai). Ceci e tablit (ii).
Nous comple tons ce re sultat par le lemme suivant qui nous sera utile
dans la suite.
Lemme 7.5. Soit x # G
*
semi-simple. On utilise les notations habituelles.
Soit z#, { un bon voisinage de 0 dans z, ou l ’on suppose de plus # relative-
ment compact. Soit B= y exp b # Car
t
*
(G).
Alors G<[x exp(z#, {)] & B est relativement compact.
D’apre s le lemme pre ce dent, il suffit de montrer que x exp(z#, {) & B est
relativement compact, pour tout B= y exp b # Car
*
(G), B/Gx.
Soit (x exp(Y $n+Y"n))n # N avec Y $n # # et Y"n # g1 & z une suite dans
x exp(z#, {) & B.
On peut supposer Y $n convergente, puisque # est relativement compact.
Conside rons Ad(x exp(Y $n+Y"n))=Ad(x exp Y"n) et Ad(x): ce sont deux
automorphismes de gC simultane ment diagonalisables dont les valeurs
propres respectives sur un me^me vecteur propre diffe rent au plus de e{.
Ceci prouve que Ad(exp Y"n)=exp(ad Y"n) reste dans un sous-ensemble
relativement compact de GL(gC ), donc cette suite admet une sous-suite
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convergente. Par injectivite de l’exponentielle sur le domaine conside re , et
la fide lite de la repre sentation adjointe, on en de duit qu’il en est de me^me
pour Y"n . Ceci finit la de monstration du lemme.
8. COMPACTS MODULO G ET PARTITION DE L’UNITE
Dans cette section nous e nonc ons des re sultats analogues a ceux de la
section 3 de [B3], les de monstrations s’adaptant facilement au cas que
nous e tudions.
Nous fixons une composante connexe G
*
de G et nous posons G
*
t
=
G<[G
*
].
De finition 8.1. Soit L/ G
*
t
. On dit que L est un compact modulo G<
si L est un ferme G<-invariant tel que pour tout sous-espace de Cartan A
de G, L & A est compact.
On dit qu’une partie de G est relativement compacte modulo G< si son
adhe rence est compacte modulo G<.
Remarque : D’apre s le dernier lemme de la section pre ce dente, avec les
me^mes hypothe ses, G<[x exp(z#, {)] est relativement compact modulo G<.
Lemme 8.2. (i) Soit L un compact modulo G<. Si une famille d ’ouverts
G<-invariants recouvre L, alors on peut en extraire un recouvrement fini.
(ii) Dans tout ouvert comple tement G<-invariant U/ G
*
t
, il existe une
suite d ’ouverts [Wn]n # N comple tement G<-invariants qui recouvre U et telle
que Wn est un compact modulo G< inclus dans Wn+1.
De finition 8.3. Soit U un ouvert comple tement G<-invariant de G
*
t
et soit (Ui) i # I un recouvrement localement fini de U par des ouverts
comple tement G<-invariants de G
*
t
. Nous dirons que la famille de
fonctions ( fi) i # I est une partition de l’unite G<-invariante de U
subordonne e au recouvrement (Ui)i # i si
(i) fi # C(U)G, supp( fi)/Ui et 0 fi1
(ii) i fi (x)=1 \x # U
Lemme 8.4. Soit U un ouvert comple tement G<-invariant de G
*
t
et soit
(Ui) i # I un recouvrement de U par des ouverts comple tement G<-invariants de
G
*
t
. Alors il existe un recouvrement localement fini (Vj) j # J de U par des
ouverts comple tement G<-invariants plus fin que (Ui) i # I et une partition de
l ’unite G<-invariante de U subordonne e au recouvrement (Vj) j # J .
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Corollaire 8.5. Soit U un ouvert comple tement G<-invariant de G
*
t
et
soit L/U un compact modulo G<. Alors il existe une fonction / # C(U)G
telle que, pour tout x # U, 0, /1, supp(/)/U est un compact modulo G,
et /#1 dans un voisinage de L.
9. INTE GRALES ORBITALES
Dans cette section, nous introduisons les inte grales orbitales, et
continuant de suivre [B3], nous e nonc ons et montrons les principaux
re sultats.
Soit U un ouvert comple tement G<-invariant de G
*
t
. Soit # # Ureg .
Posons g#=a, A=# exp a le sous-espace de Cartan contenant #.
Soit dg* une mesure invariante sur G<Z(G<, A) normalise e selon nos
conventions. Soit f # Cc (U). On pose:
JG <( f )(#)=|det(Id&Ad(#&1)) ga | 12 |
G<Z(G<, A)
f (g#g&1) dg*
Il est facile de voir que JG <( f ) # C(Ureg)G
<
, et que si  # C(U)G <, alors
JG <( f)=JG <( f ).
Nous allons caracte riser les fonctions de C(Ureg)
G < qui sont des
inte grales orbitales de fonctions de Cc (U) par quatre proprie te s, que nous
noterons Ii (U) pour i=1, 2, 3, 4. On notera I (U) le sous-espace des
fonctions de C(Ureg)
G < ve rifiant ces quatres proprie te s. Mais avant
d’e noncer celles-ci, nous avons besoin de quelques notations.
Soient x # ( G
*
t
)reg , a=gx et A=x exp a # Car*(G). Soient h=g
a. On a
la de composition:
gC =hC  :
: # 2
g:C 2=2(gC , aC )
2 est un syste me de racines non re duit en ge ne ral. Posons m:=dim g:C .
Soit 9 un syste me de racines positives dans le syste me des racines
imaginaires pures de 2. Pour h # A, : # 2 posons:
!:(h)=det(Ad h) | g :C 1:(h)=det(Id&Ad(h
&1)) | g :C
On remarque que 1&:(h)=(&1)m:!: .1:(h)
Pour h # Areg , posons b9 (h)=>: # 9 1:(h)|1:(h)|. On a alors, pour tout
h # Areg :
b9 (h)2= ‘
: # 9
1:(h)2
|1:(h)| 2
= ‘
: # 9
1:(h)
1:(h)
= ‘
: # 9
(&1)m : !&:(h).
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De finition 9.1. Soit A=x exp a un sous-espace de Cartan de G
*
t
. On
notera AIn&reg l’ensemble des h # A tels que gh est une alge bre re ductive
telle que 2(ghC , a C ) ne contienne pas de racines imaginaires non compactes.
Ceci signifie que a est une sous-alge bre de Cartan maximalement de ploye e
dans gh.
Avec les notations pre ce dentes, on identifie S(aC ) avec l’alge bre des
ope rateurs diffe rentiels sur A invariants par tout e le ment de exp aC . On
note (u) l’ope rateur diffe rentiel correspondant a l’e le ment u de S(aC ).
Soit s # G tel que l’alge bre de rive e de gs soit isomorphe a sl(2, R), et
soit a une sous-alge bre de Cartan fondamentale de gs. On note :, &: les
racines de aC dans gsC : elles sont imaginaires non compactes et ve rifient
1:(s)=1&:(s)=0. Choisissons un vecteur radiciel X: # g:C , posons
X&:=X: , et notons H: la coracine de : dans aC . On peut le choisir de
sorte que:
[H: , X:]=2X: [H: , X&:]=&2X&: [X: , X&:]=H:
Alors Ker :Ri(X:&X&:) est une sous-alge bre de Cartan de gs que
l’on notera a1 . On pose c:=exp(&i?4(X:+X&:)). On le conside re
comme un e le ment du groupe adjoint de gC . On a c: .aC =a 1 C . On pose
A=s exp a, A1=s exp a1 . Ce sont deux sous-espaces de Cartan de G.
L’application # [ # b c&1: envoie bijectivement 2I (g C , a C ) & [:]
= sur
2I (g C , a C ) ou [:]= de signe l’ensemble des racines ; de 2(gC , aC ) telles
que ;(H:)=0.
Si 9 est un syste me de racines positives dans 2I (gC , a C ), l’image 91 de
9 & [:]= est un syste me de racines positives dans 2I (gC , a1C ).
On notera \9= 12 : # 9 m:: ou m: de signe la multiplicite de la racine :,
et {9 l’automorphisme d’alge bre unitaire de S(aC ) de fini par {9 (X)=
X+\9 (X) .1.
On dit qu’un syste me de racines positives 9 dans 2I est adapte a : si les
; # 2I ve rifiant ;(H:)>0 sont dans 9.
Les notations e tant les me^mes que ci-dessus, on dira que
(s, A, 9, A1 , 91 , c:) est une donne e de saut (9 e tant suppose adapte a :).
De finition 9.2. Soit U un ouvert comple tement invariant de G
*
t
. On
notera I (U) le sous-espace des fonctions  # C(Ureg)G
<
ve rifiant les
proprie te s I1(U), I2(U), I3(U), et I4(U) e nonce es ci-dessous.
I1(U): Si A=x exp a est un sous-espace de Cartan de G*
t
, pour toute
partie compacte K de U & A, pour tout u # S(aC ) on a
sup
h # K & U r e g
|(u)  |A(h)|<
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I2(U): Si A=x exp a est un sous-espace de Cartan de G*
t
, pour tout
syste me de racines positives 9 de 2I (g C , a C ), b9 . |A se prolonge en une
fonction inde finiment diffe rentiable sur AIn&reg .
Soit . une fonction sur Areg . Soit ; une racine imaginaire pure de
2(gC , aC ), et soit y # A. Alors quand les limites dans la formule suivante
existent, on pose
[.]\; ( y)= lim
t  0+
+.( y exp tiH;)\ lim
t  0&
&.( y exp tiH;)
I3(U): Pour toute donne e de saut (s, A, 9, A1 , 91 , c:) et pour tout
u # S(aC ) on a
[({9 (u)) .[b9  |A]]&: (s)=id(s)[({9 1(c: .u)) . (b91  |A)(s)]
ou d(s)=2 si la re flexion par rapport a : est re alise e dans Gs & G<, d(s)=1
sinon.
Remarquons que les membres de gauche et de droite de la relation de
saut ci-dessus sont bien de finis gra^ce a I1(U) et I2(U). Cette relation est
e quivalente a la suivante, plus aise a utiliser dans les calculs:
[(u) . [ |A]]+: (s)=d(s)[(c: .u) . ( |A 1)(s)]
I4(U): Si A=x exp a est un sous-espace de Cartan de G*
t
, suppA( |A)
est un compact inclus dans A & U.
Lemme 9.3. Soit / # C(U)G et soit . # I (U). Alors /. # I (U).
Le seul point non e vident est que /. ve rifie I3(U), c’est-a -dire les
relations de saut.
Soit (s, A, 9, A1 , 91 , c:) une donne e de saut. Notons 2 la comultiplica-
tion de S(aC ) dans S(aC )S(aC ). Si u # S(aC ), on e crit 2(u)=i ui vi .
Si f et g sont deux fonctions C sur un ouvert de A, on a
(u)( fg)=:
i
((ui) . f )((vi) . g)
Soit u # S(aC ). Calculons
[(u)(/.) |A]+: (s)=_:i ((ui) / |A)((vi)(. |A))&:
+
(s)
=:
i
((ui) / |A)(s)[(vi) . |A)]+: (s)
=:
i
((ui) / |A)(s) d(s)[(c:(vi)) . |A 1)](s)
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Il suffit donc de ve rifier que pour tout u # S(aC ) on a
[(u)(/ |A)](s)=[(c: .u)(/ |A 1)](s)
Montrons le pour u homoge ne de degre m.
Conside rons dans zC , complexifie e de l’alge bre de rive e de z=gs, la
fonction polynomiale P de finie dans z par:
P(Y)=
1
m!
d m
dtm
(/(s exp(tY )))t=0
Elle est invariante par Gs, et donc par le groupe adjoint ZC de zC . Comme
la restriction de c: a z C est dans ZC , P est invariante par c: . Or on a:
[(u)(/ |A)](s)=((u)P | a C(Y))(0)=((c: .u)P | a 1 C(0)=((c: .u) ./ |A 1)(s)
Par line arite , le lemme est montre pour tout u.
Si L/U est un compact modulo G<, on munit I (L), le sous-espace de
I (U) des fonctions dont le support est dans L, de la topologie de finie par
la famille de semi-normes &A, u , A # Car (G), u # S(aC ):
&A, u()=sup
h # A
|(u) |A(h)|
Comme dans [B2] on remarque facilement que I (L) est un espace de
Fre chet. D’autre part, si L/L$ sont deux parties de U compactes modulo
G<, l’inclusion naturelle de I (L) dans I (L$) est un isomorphisme de I (L)
sur son image. Comme il est clair que I (U) est la re union de tous les
I (L) ou L parcourt l’ensemble des compacts modulo G< inclus dans U.
On munit alors I (U) de la topologie limite inductive des I (L). Comme
U est re union d’une suite croissante de compacts modulo G< (voir lemme
8.2), l’espace I (U) est un espace LF, d’apre s la terminologie de [Tr].
The ore me 9.4. L’application JG < envoie Cc (U) dans I (U). Elle est
line aire, continue, subjective, et sa transpose e tJG < est une bijection de I (U)$
sur l ’espace des distributions G<-invariantes sur U.
Ce re sultat sera de montre dans la section suivante. Nous donnons un
corollaire, qui s’en de duit de la me^me manie re que dans [B3].
Corollaire 9.5. L’espace des fonctions inde finiment diffe rentiables
G<-invariantes sur G
*
t
et l ’espace des distributions de la forme f [ JG <( f )(x)
(x # G
*
t
re gulier) sont faiblement dense dans Distr( G
*
t
)G
<
.
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10. DEMONSTRATION DU THE ORE ME 9.4
Nous allons commencer par remarquer que le re sultat que l’on cherche
a de montrer est de nature locale.
En premier lieu, remarquons que si V/W sont deux ouverts comple te-
ment G<-invariants de G
*
t
, et si JG < est surjective de Cc (W) dans I (W),
sa restriction a Cc (V) est aussi une surjection sur I (V). Il suffit pour
cela de choisir pour chaque  # I (V) une fonction / # C(U)G < telle que
/#1 dans un voisinage du support de  et telle que supp(/) soit un
compact modulo G inclus dans V (voir corollaire 8.5).
Si =JG <(.), . # C(W), on a =JG <(/.) et /. # Cc (V), d’ou
l’assertion.
Supposons que le the ore me soit e tabli pour une famille d’ouverts
comple tement invariants (Ui) i # I recouvrant U. Soit (Vj) j # J un recouvre-
ment de U plus fin que le recouvrement (Ui) i # I , tel qu’il existe une
partition de l’unite G<-invariante (/j) j # J qui lui est subordonne e (voir
lemme 8.2).
Soit  # I (U). Comme le support de  est compact modulo G< inclus
dans U, il ne rencontre qu’un nombre fini de Vj ; notons-les V1 , ..., Vm . On
a alors =/1 + } } } +/m. Pour tout 1 jm soit .j # Cc (Vj) telle que
JG <(.j)=/j. Alors JG <(.1+ } } } +.m)= d’ou la surjectivite de JG <
sur U.
Soit 3 une distribution G<-invariante sur U. Pour tout i # I, il existe
une forme line aire unique %i # I (Ui) telle que 3(.)=%i (JG <(.))
pour tout . # Cc (Ui). Soit j # J et i # I tels que Vj /Ui . La restriction de
%i a Vj e tant clairement continue, c’est un e le ment de I (Vj)$, que l’on
notera %j . Pour tout . # Cc (Vj), on a 3(.)=%j (JG <(.)). Pour
 # I (U), on pose %()=j # J %j (/j). Comme nous l’avons remarque
plus haut, le support de  ne rencontre qu’un nombre fini de Vj ,
donc la somme ne posse de qu’un nombre fini de termes non nuls. On a
alors % # I (U)$ (la de monstration e tant la me^me que dans le cas
classique, voir par exemple [Tr]) et tJG <(%)=3. L’injectivite de tJG <
provient de la surjectivite de JG < . Le the ore me 9.5 est donc de nature
locale.
Gra^ce au recouvrement de U par des bons voisinages d’e le ments semi-
simples (voir section 8), il suffit d’e tablir le re sultat dans le cas ou
U=G<[x exp(z#, {)], x e tant un e le ment semi-simple de U et V=z#, { est
un voisinage G<-admissible de 0 dans z=gx (voir section 6), ce que l’on
supposera dans la suite.
Nous allons montrer le re sultat voulu pour de tels ouverts U en
ramenant le proble me a V. Nous pourrons alors utiliser les re sultats de
[B2], puis remonter a U.
Soit . # Cc (G
<_V). On pose, pour tout g # G<, et pour tout Y # V:
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?
*
(.)(g[x exp Y])=|det(Id&Ad(x&1 exp(&Y))) | gz |&12
_|
G x & G <
.(gm&1, m .Y) dm
Comme
? : G<_V  U
(g, Y) [ g[x exp Y]
est une submersion subjective, il s’ensuit que ?
*
est subjective de
Cc (G
<_V) sur Cc (U). Posons pour tout Y # z
j z (Y)=det \Id&exp(adY)adY + | z .
On de finit la fonction p
*
(.) sur V par
p
*
(.)(Y)=| j z(Y)| 12 |
G <
.(g, Y) dg
p
*
(.) # Cc (V) et p*: C

c (G
<_V)  Cc (V) est surjective.
Enfin conside rons l’application RUV : C
(Ureg)
G <  C(Vreg)
Gx & G <
de finie par
RUV (Y)=(x exp Y)
Puisque U est un bon voisinage, il est clair que RUV est bijective.
Proposition 10.1. Pour toute fonction . # Cc (G
<_V) on a:
(i) RUV b JG < b ?*(.)=Jz b p*(.)
(ii) L’application RUV induit un isomorphisme topologique entre
I (U) et I (V).
On rappelle que J z est l’inte grale sur l’alge bre de Lie re ductive z de finie
par
Jz( f )(X)=|det(ad X) | zz X | 12 |
Gx & G<Z(Gx & G <, zX)
f (m .X) dm*
ou f # Cc (z), X # z$, dm* e tant la mesure invariante sur G
x & G<Z(Gx & G<,
zX) normalise e selon nos conventions, et I (V) l’espace des fonctions
orbitales sur V (pour tout ceci, voir [B2] et [B3], section 4).
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La preuve de (i) est un calcul simple, qui se re duit essentiellement a
ve rifier l’e galite
|
G <Z(G <, A)
|
G< & G x
.(g, m } Y) dm dg*
=|
G< & G xZ(G < & G x, z)
|
G<
.(g, m } Y) dg dm*
ce qui de coule du fait que Z(G<, A)=Z(G< & Gx, a) et de la normalisation
de nos mesures. Soit . # C(Vreg)G
x
. Il existe alors une unique fonction
 # C(Ureg)G
<
telle que RUV()=.. Il s’agit de montrer que  ve rifie
Ii (U) si et seulement si . ve rifie les quatres proprie te s Ii (V) e nonce es dans
[B2] caracte risant l’espace I (V).
Soit B= y exp b un sous-espace de Cartan de G
*
t
, et soient B1 , ..., Bk des
repre sentants des classes de conjugaison sous Gx & G< des sous-espaces de
Cartan de Gx conjugue s sous G< a B et inclus dans x exp z, et g1 , ..., gk des
e le ment de G tels que gi .B=Bi . D’apre s le lemme 7.4, on a
U & B= .
k
i=1
.
w # Wi
(wg&1i )[x exp(V) & Bi]
Posons Bi= yi exp bi , ou yi= gi[ y] et bi, (#, {)=bi & z#, { . On a alors:
Lemme 10.2. Bi & x exp V=x exp(bi, (#, {)) ou <.
Soit h # Bi & x exp V. Quitte a remplacer h par h exp H avec H # bi
proche de 0, on peut supposer h re gulier. Soit Y # V tel que h=x exp Y.
On a
h[x exp Y]=x exp Y=x exp h } Y
et donc, comme Y # V, Y=h } Y, d’ou Y # gh=bi . On en de duit que x # Bi
et le lemme est alors e vident.
Il est maintenant facile de voir que . ve rifie I1(V) si et seulement si 
ve rifie I1(U) et que . ve rifie I4(V) si et seulement si  ve rifie I4(U).
Nous allons maintenant montrer l’e quivalence de I2(V) et I2(U). Soit
h # B & U et hi # Bi & x exp V, hi=x exp Yi , tel que pour un certain
w # Wi , (wg&1i )[hi ]=h.
Lemme 10.3. Avec ces notations on a h # BIn&reg si et seulement si
Yi # bi, In&reg( z ) ou bi, In&reg( z ) est le comple mentaire des noyaux des racines
imaginaires non compactes de 2(zC , bi, C )
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On a h # BIn&reg  hi # Bi, In&reg . Or ghiC =z
Y i
C , donc ceci est aussi
e quivalent a Yi # bi, In&reg( z ) .
Il suffit donc maintenant de ve rifier que pour toute sous-alge bre de
Cartan a de z, pour tout syste me de racines positives 9 de 2I (g C , a C ) on
a, avec 9 z = & 2(z C , a C), et a9 z =>: # 9 z :|:|:
Lemme 10.4. Y [ b9 (x exp Y) a9 z(Y)
&1 se prolonge sur a & V en une
fonction inde finiment diffe rentiable qui ne s’annule pas.
De monstration. Supposons que pour un certain ; # 9, on ait
1;(x exp Y)=0, c’est-a -dire qu’il existe X; # g;C tel que X
x exp Y
; =X; . On a
donc X; # g;C /g
x
C =z C , c’est-a -dire que ; # 9 z . Il s’ensuit que X
exp Y
; =X; ,
d’ou ;(Y)=0. Comme dim(z;C )=1, on a (g
;
C )
x exp Y=z;C .
Soit Y$ # a tel que Y+t$ # a$ pour t assez petit non nul. On a, pour tout
X; # z;C non nul (Id&Ad(x exp(Y+tY$))
&1) .X;=(1&e&t;(Y$)) .X; , d’ou :
lim
t  0 +
det(Id&Ad(x exp(Y+tY$))&1) | z ;C
|det(Id&Ad(x exp(Y+tY$))&1) | z ;C |
=
;(Y$)
|;(Y$)|
lim
t  0 &
det(Id&Ad(x exp(Y+tY$))&1) | z ;C
|det(Id&Ad(x exp(Y+tY$))&1) | z ;C |
=
&;(Y$)
|;(Y$)|
lim
t  0 +
;(Y+tY$)
|;(Y+tY$)|
=
;(Y$)
|;(Y$)|
lim
t  0 &
;(Y+tY$)
|;(Y+tY$)|
=
&;(Y$)
|;(Y$)|
Or ces limites ne de pendent que de la composante connexe de a$ ou l’on
choisit Y$. Donc 1; |;|  |1;| ; se prolonge a a & V en une fonction qui ne
s’annule pas. Re ciproquement, si : # 9 z est telle que :(Y)=0, alors il existe
X: # z:C tel que (Id&Ad(x exp Y)
&1) .X:=0, donc pour tout : # 9 z , le
me^me calcul aboutit au me^me re sultat. Comme pour les : # 9"9 z on a
1:(x exp Y){0, la de monstration du lemme est termine e.
Il nous reste a montrer l’e quivalence de la proprie te I3(U) pour  et de
la proprie te I3(V) pour ..
Soit (s, A, 9, A1 , 91 , c:) une donne e de saut pour U, avec A=s exp a et
A1=s exp a1 . D’apre s le lemme 7.4, la composante connexe de A & U
contenant s est de la forme (wg&11 )[x exp V & B], ou B est un sous-espace
de Cartan inclus dans x exp z et conjugue sous G< a A, g1 # G< est tel que
g1[B]=A et w # N(G<, A)g&11 .Z(G
x & G<, B) .g1 .
Posons s=(wg&11 )[x exp Y0], Y0 # V. On a g
s/g(wg 1
&1)[x]. Comme
l’alge bre de rive e de gs est isomorphe a sl(2, R), il en est de me^me de (gx)Y 0.
De plus (g1w&1)[x exp a1] est inclus dans Gx & G<.
402 DAVID RENARD
File: 580J 297630 . By:DS . Date:14:04:97 . Time:08:55 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2927 Signs: 1541 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
On pose alors 8=(g1w&1) } 9, et 81=(g1w&1) } 91 . Ce sont respective-
ment des syste mes de racines positives dans 2I (gC , bC ) et dans
2I (g C , b1C ), ou b 1 C = (g1 w&1) .a1C . On note c:$ = Ad(g1w
&1) b c: b
Ad(wg&11 ) et c:$ la restriction de c:$ a zC .
Alors ((g1w&1)[s], (g1w&1)[A], 8, (g1w&1)[A1], 81 , c:$) est une don-
ne e de saut pour U, tandis que ((g1w&1) .Y0 , b, 8z , b1 , 81, z , c:$) est une
donne e de saut pour V (voir [B2]).
On se rame ne ainsi au cas ou s=x exp Y0 # x exp V. L’e quivalence entre
les relations de saut re sulte alors du calcul suivant:
[(u)  |A]+: (s)=[(u)[RUV]| a]
+
: (Y0)
=d(Y0) (u)(RUV) |a 1=d(Y0) (u)[ |A1](s exp Y0).
On ve rifie de plus facilement que d(s)=d(Y0). Ceci de coule du fait que
G< & Gx exp Y0=(G< & Gx)Y0.
Ceci ache ve de montrer que RUV induit une bijection de I (U) sur I (V).
Le fait que ce soit un isomorphisme topologique de coule facilement des
de finitions. On en de duit que JG <(Cc (U))/I (U) et le reste du the ore me
9.5 de coule alors du the ore me 4.4.1 de [B2].
11. FILTRATION DE I (G)
Soit m une alge bre de Lie re ductive. Pour toute sous-alge bre abe lienne
a de m forme e d’e le ments semi-simples, de finissons: a (m)R =[H # a & [m, m]
tels que ad|m(H) n’a que des valeurs propres re elles].
Notons Carj
t
(G)=[A=x exp a # Car
t
(G) tels que dim(a (g)R )= j].
Soit U un ouvert comple tement G<-invariant de G
*
t
, et soit j # N. On
note
Ij (U)=[. # I (U) t .q \A # Cark
t
(G), k> j, . |A #0].
Soit A=x exp a un sous-espace de Cartan de G
*
t
, et soit 9 un syste me
de racines positives dans 2I (g C , a C ). Posons pour h # A
!\9& g } \9 (h)= ‘
g&1 } ;  9
; # 9
!;(h).
On a alors:
403INTE GRALES ORBITALES
File: 580J 297631 . By:DS . Date:14:04:97 . Time:08:55 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2930 Signs: 1451 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Lemme 11.1. Il existe un unique morphisme de groupes =1 : N(G<, A) 
[&1, 1] tel que:
b9 (g&1[h])==1(g)(!\9& g .\9 .b9)(h)
Pour tout h # Areg , g # N(G<, A).
De monstration. Nous avons besoin du re sultat suivant qui de coule de la
de composition d’un e le ment semi-simple h en partie elliptique et partie
hyperbolique (voir section 12): pour tout h # Areg , pour tout ; # 9,
|!;(h)|=1. Nous avons alors
b9 (g&1[h])= ‘
: # 9
1:(g&1[h])
|1:(g&1[h])|
= ‘
g & 1.; # 9
1;(h)
|1;(h)|
= ‘
; # 9
g &1 } ; # 9
1;(h)
|1;(h)|
} ‘
;  9
g& 1 } ; # 9
1;(h)
|1;(h)|
= ‘
; # 9
g & 1 } ; # 9
1;(h)
|1;(h)|
} ‘
g&1 } ;  9
; # 9
1;(h)
|1; (h)|
(&1)m: !;(h)
=b9 (h)(&1)ng !\9& g } \9 (h)
ou ng=; # 9, g& 1 } ;  9 m; . Le fait que =1 soit un morphisme de groupes
provient de cette e galite .
Comme =1 est triviale sur Z(G<, A) on note encore =1 la signature qu’elle
de finit sur W(G<, A). Notons Cc (U & A)
9 le sous-espace de Cc (U & A)
des fonctions . ve rifiant, pour tout h # A, g # N(G<, A)
.(g&1[h])==1(g) .!\9& g.\9 ..(h).
On remarque que l’on peut de finir un projecteur continu P9 de Cc (U & A)
sur Cc (U & A)
9 par:
P9 ( f )= :
w # W(G<, A)
f w!\9&w.\9 =1(w)
pour f # Cc (U & A), ce qui montre que le second est un facteur direct
topologique du premier.
Soit A # Carj
t
(G), A/ G
*
t
et soit 9 un syste me de racines positives dans
2I (g C , a C ). Alors, gra^ce a la proprie te I3(U), pour tout  # Ij (U), la fonc-
tion b9  |A est dans Cc (U & A), et me^me dans C

c (U & A)
9.
Soit j # N. On choisit un syste me de repre sentants A1=x1 exp a1 , ..., Ak
=xk exp ak des classes de conjugaison sous l’action de G< dans Carj
t
(G).
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Pour tout i=1.k, on choisit un syste me de racines positives 9 dans
2I ((g C , ai, C ). On introduit l’application
‘
j
: Ij (U)  
1ik
Cc (U & Ai)
9 i
 [ :
1ik
b9 i  |Ai
Nous avons alors le the ore me suivant:
The ore me 11.2. L’application > j est subjective et sa transpose e t > j est
une bijection de (1ik Cc (U & Ai)
9 i)$ sur l ’orthogonal de Ij&1(U) dans
(I (U))$.
(voir [B3], thm 3.3.1 et les remarques qui suivent). La de monstration de
ce the ore me occupera le reste de cette section.
De monstration. Par le me^me genre d’arguments que pour le the ore me
9.4, on voit le the ore me 11.2 est de nature locale, c’est a dire qu’il suffit de
le de montrer pour un bon voisinage d’un e le ment semi-simple quelconque
x. Soient donc x # G semi-simple, z=gx, _ le centre de z, V un voisinage
admissible de 0 dans z et U=G[x exp V]. Enfin soit B= y exp b un sous-
espace de Cartan de G que l’on suppose inclus dans x exp z. Nous avons
de fini au de but de cette section b (g)R et b
(z)
R . On a alors:
Lemme 11.3. Soit c(z)R =[L # _ & g1 tel que ad g C L n’a que des valeurs
propres re elles].
Alors b (g)R =b
(z)
R c
(z)
R
De monstration. Soit H dans l’alge bre de rive e de z. Si ad| z H n’a que des
valeurs propres re elles, ad| g H aussi, car ceci est vrai de toute repre senta-
tion de dimension finie de z. Le lemme s’en de duit facilement.
On a donc dim(b (g)R )=dim(b
(z)
R )+ p ou p=dim(c
(z)
R ).
Soit un syste me de repre sentants A1=x1 exp a1 , ..., Ak=xk exp ak des
classes de conjugaison sous G< des sous-espaces de Cartan de Carj
t
(G) qui
rencontrent U. On peut les choisir dans x exp z, et tels que x # Ai . On a
alors Ai=x exp ai .
Pour i=1...k choisissons Ai, 1 , ..., Ai, t i un syste me de repre sentants des
classes de conjugaison sous Gx & G< dans l’ensemble des sous-espaces de
Cartan de G inclus dans x exp z et conjugue s sous G< a Ai tels que
Ai, t & x exp V{< et soient gi, t # G< tels que gi, t[Ai]=Ai, t .
Lemme 11.4. Posons Ai, t=x exp(a i, t). Alors les ai, t forment un syste me
de repre sentants des classes de conjugaison sous Gx & G< dans l ’ensemble des
sous-alge bres de Cartan a de z telles que dim(a(z)R )+ p= j.
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De monstration. Soit a une sous-alge bre de Cartan de z tel que
dim(a (z)R )+p= j. Soit A=x exp a. C’est un sous-espace de Cartan de G
inclus dans x exp z et qui rencontre U. Donc il existe i # [1, ..., k] et g # G<
tels que g[x exp a]=Ai=x exp(ai). On voit alors que g # Gx. D’autre part,
il existe t # [1, ..., ti] et z # Gx & G< tels que z[x exp a]=Ai, t , d’ou az=ai, t .
Il reste a montrer que s’il existe z # Gx & G< tel que azi, t=a i $, t$ , alors
i=i $, t=t$, et z=e. Supposons z ainsi. On a alors x exp(azi, t)=
x exp(ai $, t$), soit z[Ai, t]=Ai $, t$ . Donc z=e. Ceci termine la de monstration
du lemme.
Notons =zI, i, t la signature imaginaire de N(G
x, ai, t) (voir [B2], 93.4).
Soit C c (V & ai, t)
= zI, i, t l’ensemble des . # Cc (V & a i, t) telles que
(\w # N(Gx & G<, ai, t), \X # V & a i, t) .(w&1 .X)==zI, i, t(w) .(X).
D’apre s [B2] the ore me 4.1.2, l’application
‘
z
j& p
=Ij& p(V)  
i, t
Cc (V & ai, t) =
z
I, i , t
. [ :
k
i=1
:
t i
t=1
a9 z i , t . | a i , t & V
est un homorphisme topologique surjectif. De plus sa transpose e est une
bijection de (i, t C

c (V & ai, t) =
z
I , i , t)$ sur l’orthogonal de Ij& p&1(V)
dans (Ij& p(V))$.
Soit Ri : C

c (U & Ai)
9  t=1, ..., t i C

c (V & ai, t) =
z
I , i , t de finie par
Ri ()(Y)=az9i , t(Y) .b9i (g
&1
i, t [x exp Y])
&1. |Ai (g
&1
i, t [x exp Y])
pour tout Y # ai, t & V.
Comme x exp Y [ az9 i , t(Y) .b9i (g
&1
i, t [x exp Y])
&1 est inde finiment
diffe rentiable (Lemme 10.4) sur Ai, t et que N(G, Ai, t)=N(Gx, ai, t), Ri est
un isomorphisme et le diagramme
Ij (U)
R UV
Ij&p(V)
> j > zj&p
i=1, ..., k C

c (U & Ai )
9 i ww
i Ri i, t C

c (V & ai, t)
= zI, i, t
commute.
Il est facile de voir que RUV induit un isomorphisme entre Ij (U) et
Ij& p(V). Le the ore me 11.2 pour U de coule alors du the ore me 4.1.1 (ii) de
[B2] pour V, et ceci suffit a prouver ce the ore me dans toute sa ge ne ralite .
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12. SOUS GROUPES COMPACTS MAXIMAUX.
ELE MENTS ELLIPTIQUES
Nous supposons a partir de maintenant et dans toute la suite que G ne
posse de qu’un nombre fini de composantes connexes. Nous commenc ons
dans cette section par rappeler quelques re sultats bien connus sur les sous-
groupes compacts maximaux de G. Soit CI un sous-groupe compact
maximal de Co . Par unicite du sous-groupe compact maximal d’un groupe
de Lie abe lien connexe, on voit que CI est stable sous l’action de G.
Comme cette action est celle d’un groupe fini, il existe un sous-groupe
vectoriel maximal CR normalise par G tel que Co=CI .CR . Soient cI et cR
les alge bre de Lie respectives de CI et CR .
The ore me 12.1. Tout sous-groupe compact de G est inclus dans un sous-
groupe compact maximal. Deux sous-groupes compacts maximaux de G sont
conjugue s. Si K est un sous-groupe compact maximal de G, alors il existe une
unique involution de Cartan % dont K est l ’ensemble des points fixes et qui
vaut &Id sur cR .
Soit g=tp la de composition de Cartan de g correspondante. Alors
K_p  G
(k, X) [ k exp X
est un diffe omorphisme analytique.
Voir par exemple [Hoc].
Corollaire 12.2. K rencontre toutes les composantes connexes de G.
De finition 12.3. On dit que x # G est elliptique si x est semi-simple et
si (x) est compact (ou (x) de signe le sous-groupe de G engendre par x).
On note Gell l’ensemble des e le ments elliptiques de G. Si A est une partie
de G, on note Aell=A & Gell . On a de manie re e vidente les re sultats
suivants:
Proposition 12.4. (i) Si x # Gell alors Ad x n’a que des valeurs propres
de module 1.
(ii) Gell=Go[K] ou K est un sous-groupe compact maximal de G.
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De composition des sous-espaces de Cartan
Soit x # Greg , a=gx et h=g a.
Soit % une involution de Cartan de G, et soit K le sous-groupe compact
maximal de ses points fixes. Comme toute sous-alge bre de Cartan de g est
conjugue e a une sous-alge bre de cartan %-stable, on peut supposer que tel
est le cas et de composer h en h=hI hR , ou hI (resp. hR) est le sous-espace
propre de h pour la valeur propre 1 (resp. &1) de %. Si H # hI , alors ad H
a toutes ses valeurs propres imaginaires pures, et si H # hR , alors adH a
toutes ses valeurs propres re elles. Soit maintenant Y # a/h. On le de compose
de manie re unique en Y=YI+YR , avec YI # hI et YR # hR . Comme
Yx=YxI +Y
x
R=Y=YI+YR , l’unicite de la de composition de Cartan de
ad Y nous donne ad Y xI =ad YI et ad YI=ad Y
x
R . De plus, comme a=a &
ca & g1 et que l’action de G laisse stable cI et cR , on en de duit que
YxI =YI et Y
x
R=YR .
La de composition h=hI hR induit donc une de composition a=
aI aR .
Soit Y # g semi-simple. Comme Y est contenu dans une sous-alge bre de
Cartan, on peut de composer Y en Y=YI+YR . Cette de composition
ne de pend pas de la sous-alge bre de Cartan choisie. Elle est uniquement
de termine e par les conditions suivantes:
(i) YI , YR sont semi-simples, [YI , YR]=0, et Y=YI+YR
(ii) adYI n’a que des valeurs propres imaginaires pures et adYR n’a
que des valeurs propres re elles.
(iii) YI=Y$I+Y I" , ou Y$I # g1 , YI" # cI et YR=Y$R+Y"R , ou Y$R # g1 ,
Y"R # cR .
Proposition 12.5. Soit A=x exp a # Car
t
(G). Alors A=AI . exp aR ou
AI=Aell . Soit x0 # AI , alors AI=x0 exp aI
De monstration. Soit H=Z(G, a). On a alors Lie(H)=h ou h=ga.
Montrons tout d’abord que x exp h=Ho[x exp a].
Soit X # h, Y # a. On a
exp X[x exp Y]=x exp(Xx & 1) . exp Y . exp(&X)
=x exp(Xx & 1&X+Y) # x exp h.
Re ciproquement, si q=(Ad x&Id)(h), alors h=aq, et donc, pour
tout X # h, il existe X1 # h, Y # a tels que X=X x
& 1
1 &X1+Y. On en de duit
que x exp X=exp X1[x exp Y].
Soit KH un sous-groupe compact maximal de H. Comme KH rencontre
toutes les composantes connexes de H, il rencontre x exp h. Il s’ensuit que
x exp h contient un e le ment elliptique, donc A aussi.
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Soit x0 # AI . Alors il est trivial que x0 exp aI /AI . Re ciproquement, si
x1 # AI , il existe Y # a tel que x1=x0 exp Y. Comme x0 et x1 commutent,
(exp Y) =(x&10 x1) est compact, donc Y # aI .
Proposition 12.6. Soit y # G semi-simple. Alors on peut le de composer
en y= ye .yh avec
(i) ye est elliptique.
(ii) Il existe Yh # g1 cR tel que toutes les valeurs propres de ad Yh
soient re elles et yh=exp Yh .
(iii) ye et yh commutent.
De plus cette de composition est unique.
De monstration. L’existence d’une telle de composition provient de celle
d’un sous-espace de Cartan e tablie dans la proposition pre ce dente.
Soient y= y1 exp Y1=y2 exp Y2 deux telles de compositions. Posons
Yi=Y$i+Yi" , avec Y$i # g1 , Yi" # cR pour i=1, 2. L’unicite de la de compo-
sition de Cartan de Ad y nous donne Y$1=Y$2 . Comme yi # Gell , Y i" # c yiR ,
pour i=1, 2 on ve rifie facilement que y1 et y2 commutent. On a aussi
y&12 y1=exp Y"2 exp(&Y"1)=exp(Y"2&Y"1). Comme le produit de deux
e le ments elliptiques qui commutent est encore elliptique, il s’ensuit que
exp(Y"2&Y"1) est elliptique, et comme exp cR est un groupe vectoriel, ceci
n’est possible que si Y"1=Y"2 . L’unicite est donc maintenant e tablie, et ceci
termine la de monstration de la proposition.
On appelle ye (resp. yh) la composante elliptique (resp. hyperbolique) de
y. Soit y= ye exp Yh un e le ment semi-simple. Posons &Yh&=}(Yh , Yh)12
et | y|=&Yh&. On pose alors pour tout g # G, | g|=| gs | ou gs est la
composante semi-simple de g.
Soit x # G un e le ment elliptique. Posons z=gx, Z=Gx. Soit # un
voisinage G-invariant de 0 dans c et soit { un re el strictement positif.
Posons g[#, {]=#+g1[{] ou g1[{]=[X # g1 que pour toute valeur propre
* de adX, |Im(*)|<{]
Posons z[#, {]=z & g[#, {] , Z[#, {]=x exp(z[#, {]), G<, (x)[#, {]=G
<[Z[#, {]]. Il ne
faut pas confondre ces objets et ceux construits pre ce demment (z#, { , G#, {).
Lemme 12.7. Soient x, #, { comme ci-dessus. Soit Y # z[#, {] , et soit
y = x exp Y. Alors Ys # z[#, {] , ys = x exp Ys , et yn = exp Yn (Yn # z1). En
particulier, y est semi-simple si et seulement si Y est semi-simple.
Soit Y # z[#, {] semi-simple et soit Y=YI+YR sa de composition de Cartan
dans g. Alors YI et YR sont dans z, YI # z[#, {] et ye=x exp YI , yh=exp YR .
De monstration. Les de compositions de Jordan de Y sont les me^me dans
g et dans z, d’ou la premie re assertion. Comme adY et adYs ont me^mes
valeurs propres, Ys # z[#, {] de s que Y # z[#, {] .
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Supposons Y semi-simple. Comme YI et YR sont dans z, on a
ye=x exp YI et yh=exp YR . Les autres assertions sont alors e videntes.
Ceci termine la de monstration du lemme.
Le the ore me suivant affirme que pour x elliptique et #, { assez petits,
l’ouvert G<, (x)[#, {] est un bon voisinage de x dans G pour l’action de G
<.
The ore me 12.8. Pour #, { suffisamment petits on a:
(i) Z[#, {] est ouvert dans Z et inclus dans ‘Z.
(ii) Si g # G< est tel que g[x exp(z[#, {])] & x exp(z[#, {]){< alors
g # Z.
En particulier G<, (x)[ y, {] est ouvert dans G. Pour tout ouvert Z1 /Z[#, {] ,
G<[Z1] est un ouvert de G. De plus l ’application
? : g[z] [ g[x]
est une submersion analytique de G<, (x)[#, {] sur X=G
<[x] qui commute avec
l ’action de G<, et (G<, (x)[#, {] , X, ?) est un G
<-fibre de groupe structural Z & G<
et de fibre isomorphe a Z[#, {] .
La de monstration est la me^me que dans [Var], The ore me II.2.32. Elle
utilise essentiellement les re sultats de la proposition 5.2 et du corollaire 5.5.
Classe =
*
(G)
On supposera dans toute la suite que G< est dans la classe de Harish-
Chandra. On a Go /G< et [G : G<] est fini. Soit G* une composante
connexe de G fixe e une fois pour toutes dans tout le reste de cet article. On
pose G
*
t
=G<[G
*
].
Soit x # G
*
t
semi-simple. On utilise les notations habituelles. Si l’on sup-
pose de plus x elliptique, G<, (x)[#, {]=G
<[x exp(z[#, {])], est un bon voisinage
de x dans G
*
t
pour l’action de G<, si #, { sont choisis suffisamment petits.
Il est naturel de de finir pour cette action l’analogue de la classe =(G) de
Harish-Chandra (voir [Var], II.2.5).
De finition 12.9. Un ouvert 0 de G
*
t
sera dit dans la classe =
*
(G) si
(i) 0 est un ouvert comple tement G<-invariant inclus dans G
*
t
.
(ii) Si y # 0 est semi-simple, alors ye # 0 et 0 contient tous les
e le ments semi-simples dont la composante elliptique est ye .
Fixons x # G
*
t
elliptique. Nous utilisons les notations habituelles. On a
alors:
Proposition 12.10. Soient #, { tels que Z[#, {] soit un ouvert inclus dans
‘Z et 0<{<?. Alors G<, (x)[#, {] # =*(G).
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Si 0 # =
*
(G) et si x # 0 est e lliptique, alors il existe #, { tels que
G<, (x)[#, {] /0.
De monstration. Si y # Z[#, {] , alors ys # Z[#, {] , et si y est semi-simple,
alors ye # Z[#, {] . Donc G<(x)[#, {] ve rifie 12.9. (i) et la premie re proprie te de
(ii).
Supposons que z # G soit semi-simple, de composante elliptique ye . Il
existe Y # g1 cR , tel que toutes les valeurs propres de adY soient re elles,
Y y e=Y, et z= ye exp Y. Comme ye # ‘Z, Y # g ye/z. Posons ye=x exp X,
pour un certain X # z[#, {] . On sait que X est semi-simple, que ses valeurs
propres sont imaginaires pures. De plus exp(adX) centralise Y. Comme
|Im(*)|<? pour toute valeur propre * de ad X, ad X .Y=0, donc z=x
exp(Y+X), avec X+Y # z[#, {] , c’est-a -dire z # Z[#, {] .
Ces re sultats s’e tendent imme diatement par conjugaison a G<, (x)[#, {]
prouvant que celui-ci est bien dans E
*
(G).
Supposons maintenant que 0 # E
*
(G), et x # 0 elliptique. On peut
trouver #, { suffisamment petits, de sorte que G#, { (c’est le G#, { de la
proposition 5.1) soit inclus dans 0. On en de duit alors que G<, (x)[#, {] /0.
Pour tout ceci voir [Var], the ore me II.2.33.
La proposition suivante pre pare l’utilisation de la me thode de descente
dans les sections ulte rieures.
Proposition 12.11. Supposons que G posse de un sous-espace de Cartan
B= y exp b tel que B/Gell & G*
t
. Comme B=BI , on a, d ’apre s la
proposition 12.5, b=bI .
Soit 0 # E
*
(G). Pour tout b # B & 0, choisissons #b un voisinage de 0 dans
c & gb, et {b>0 tels que G<, (b)[#b, {b] /0. Alors
0= .
b # B & 0
G<, (b)[# b, { b]
De plus, il existe un sous-ensemble fini F de B & 0 tel que
0= .
b # F
G<, (b)[# b, {b]
De monstration. Pour tout b # 0 & B, choisissons #b , {b tels que
G<, (b)[#b, {b] /0. On suppose de plus que #b et {b sont choisis suffisamment
petits de sorte que G<, (b)[#b, { b] # =*(G). Comme B est compact, on peut choisir
un ensemble fini F/B & 0 tel que
B & 0/ .
b # F
G<, (b)[#b, { b]=01
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Il est clair que 0, # E*(G). Nous voulons montrer que 0=01 . Soit u # 0
semi-simple. Alors ue # 0. Nous avons besoin d’un lemme qui nous assure
que ue est conjugue a un e le ment de B.
Lemme 12.12. Les notations e tant les me^mes que ci-dessus, soit K
un sous-groupe compact maximal de G contenant B. On a alors Ky=
K0[B].
La de monstration est la me^me que dans [B1], lemme 1.6.2, me^me si la
de finition de K diffe re quelque peu de la no^tre.
Revenons a la de monstration de la proposition. On a donc
G
*
t
& Gell=G<[Ky]=G<[B]. Donc il existe z # G< et b # B tels que
ue=z[b]. Comme b # 01 , ue aussi. Comme 01 # E*(G), u # 01 , ce qui
prouve que 01 contient tous les e le ments semi-simples de 0, donc 01=0.
Ceci termine la de monstration de la proposition.
Soit b # B, et soit |=gb[#, {] un voisinage admissible de 0 dans g
b. Soit b$
l’ensemble des e le ments re guliers de b dans gb. Posons 0=G<[b exp |].
On a alors
Proposition 12.13. (i) Breg & b exp |=b exp(b$ & |),
B & b exp |=b exp(b & |)
(ii) Breg & b exp | et B & b exp | sont stables sous N(G<, B). Si
u # N(G<, b) est tel que (B & b exp |)u & (B & b exp |){< alors
u # N(Gb & G<, b)
(iii) B & 0=u # N(G <, B)(B & B exp |)u
Breg & 0=u # N(G < , B)(Breg & B exp |)u
De monstration. Si | est admissible, alors y=b exp Y, (Y # |) est re gu-
lier si et seulement si Y est re gulier dans gb. Ainsi, (i) sera prouve si l’on
montre que b exp Y # B & b exp | O Y # b & |. Mais, comme | est admis-
sible, exp(adY) centralise b O adY centralise b O Y # b.
La proprie te (ii) de coule imme diatement du fait que | est un voisinage
admissible de 0 dans gb.
Il suffit de montrer la premie re relation dans (iii), la seconde s’en de dui-
sant gra^ce a (i). Soit b1=t[b exp Y] # B & 0, Y # |, t # G<. Alors exp Y est
elliptique, et donc Y=YI . On en de duit que Y=Xu, pour un certain X # b,
et un certain u # (Gb)o . On a alors b1=x[b exp X], avec x=tu. Posons
b2=b exp X, z1=gb1, z2=gb2. Alors x[b2]=b1 , x .z2=z1 . Comme bj # B,
on a b/zj , ( j=1, 2), donc il existe x$ dans le sous-groupe analytique de
G de fini par z1 tel que x$x .b=b. De plus z1=x$x .z2 . Donc
v=x$x # N(G<, B) et b1=v[b2], b2 # b exp(| & b).
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13. ME THODE DE DESCENTE
Dans cette section, on rappelle quelques uns des re sultats e tablis dans
[B1], en particulier, l’expression de la partie radiale des e le ments de Z(gC )
On identifie l’alge bre enveloppante U(gC ) de gC avec l’alge bre des ope ra-
teurs diffe rentiels invariants a gauche sur G. On notera Z(gC ) le centre de
U(gC). On a alors:
The ore me 13.1. Soit 3 une fonction ge ne ralise e G<-invariante et
Z(gC )-finie sur G*
t
. Alors 3 est une fonction localement sommable, analyti-
que sur ( G
*
t
)reg .
Voir [B1] the ore me 2.1.1. On conside re Z(gC ) comme une alge bre
d’ope rateurs diffe rentiels Go-bi-invariants dans G*
t
.
Soit x # G
*
t
semi-simple. Notons Z=Gx, z=gx. Soit a une sous-alge bre
de Cartan de z. Notons h=ga: c’est une sous-alge bre de Cartan de g. On
a, puisque x est semi-simple
hC =aC  (Id&Ad x) . (hC )
Notons 8 la projection de hC sur aC suivant cette de composition. On note
de la me^me manie re le prolongement de 8 en un homomorphisme d’al-
ge bre de S(hC ) sur S(aC ).
On notera WgC le groupe de Weyl de (gC , hC ) et WzC le groupe de Weyl
de (zC , aC ). On identifie Wz C a un sous-groupe de WgC de la manie re sui-
vante:
Soit GC le groupe adjoint de gC , et ZC le sous-groupe analytique de GC
correspondant a zC & [gC , gC ]. Alors WgC et WzC s’identifient respective-
ment a W(GC , hC ) et a W(ZC , aC ). On identifie alors WzC a un sous-
groupe de WgC gra^ce a l’injection canonique de W(ZC , aC ) dans
W(GC , hC ).
Gra^ce a cette identification Wz C est inclus dans W
x
gC
(le sous-groupe des
e le ments de WgC qui commutent avec l’action de x dans hC ).
Comme 8 commute a l’action de W xgC , il envoie S(hC )
W gC dans
S(aC )W
x
g C qui est inclus dans S(aC )W z C.
Il est clair que S(aC ) est un 8(S(hC )W g C)-module de type fini.
Notons ;gC (resp. ;zC) l’isomorphisme de Harish-Chandra de Z(gC ) sur
S(hC )W g C (resp. de Z(zC ) sur S(aC )W z C ).
On pose +gz=;&1zC b ;gC . C’est un homomorphisme de Z(gC ) dans
Z(zC ) qui ne de pend pas du choix de a. Soit IS(gC )=S(gC )GC l’alge bre des
polyno^mes GC -invariants sur g*C et soit IS(zC )=S(zC )ZC l’alge bre des
polyno^mes ZC -invariants sur z*C . On note #gC (resp. #gC ) l’isomorphisme de
Chevalley de S(hC )Wg C sur IS(gC ) (resp. de S(aC )W z C sur IS(zC )). Posons
*z=#z C b ;z C : Z(zC )  IS(zC ).
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Posons q=(Id&Ad x) } (g) de sorte que g=zq. Pour u # Z, on pose
&x(u)=det(Id&Adz) | q . C’est une fonction analytique Z-invariante dans Z.
Soit ‘Z=[z # Z&x(xz){0]. C’est un ouvert Z-invariant dense dans Z.
Posons, pour tout z # Z(gC ),
$x(z)=|&x |&12 b +gz(z) b |&x | 12
C’est un ope rateur diffe rentiel sur x‘Z0 . On a alors
The ore me 13.2. Soit 0/x‘Z0 un ouvert Z0 invariant. Alors $x(z) est la
partie radiale de z dans 0.
Voir [B1] the ore me 2.4.1.
Nous gardons les me^mes notations que pre ce demment. Nous allons
maintenant exprimer les restrictions des distributions G<-invariantes et
Z(gC )-finies sur G*
t
a Z et z.
Si m est une sous-alge bre de Lie re ductive de g, on pose pour tout Y # m
jm (Y)=det \Id&exp(adY)adY + | m .
Proposition 13.3. Soit 0 un ouvert de G
*
t
comple tement G<-invariant.
Soit x # 0 semi-simple. Nous utilisons les notations habituelles. Soit |1 un
voisinage G<-admissible de 0 dans z, et 01=G<[x exp(|1)] tels que 01 /0.
Soit T une distribution G<-invariante et Z(gC )-finie sur 0. De finissons la
distribution tz sur |1 par l ’identite au sens des distributions:
\Y # |1 & z$, T(x exp Y)=|&x(x exp Y)| 12 } | jz (Y)| 12 } tz (Y)
On a alors:
z .T=0 sur 01  (*z b +gz)(z) . tz =0 sur |1 .
Ceci de coule essentiellement du the ore me 13.2. Pour plus de de tails voir
[Var], Proposition II.3.3.
14. STRUCTURE LOCALE DES DISTRIBUTIONS INVARIANTES
Z(gC )-FINIES
Nous allons e tudier le comportement de la fonction localement L1,
analytique sur l’ensemble des e le ments re guliers de G
*
associe e a une
distribution G<-invariante Z(gC )-finie.
Soit DG le discriminant de G, DZ celui de Z et !z celui de z. Soit x # G
semi-simple, Z=Gx, z=gx. On a alors:
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Proposition 14.1. Pour tout Y # z, pour tout y # x . ‘Z0 ,
DG( y)=&x( y) DZ( y)
DZ(x exp Y)= jz (Y) !z (Y)
Ceci re sulte d’un calcul facile.
Corollaire 14.2. |DG |&12 est localement inte grable sur G.
Ceci re sulte de la proposition de la me^me manie re que dans le cas
classique.
Comportement sur un sous-espace de Cartan
Soit 0 un ouvert comple tement G<-invariant de G
*
t
et soit T une
distribution G<-invariante et Z(gC )-finie sur G*
t
. On note F la fonction
localement inte grable qui de finit T sur 0.
Soit x # G
*
t
re gulier. Posons a=gx et A=x exp a. Choisissons un
syste me de racines positives P de 2(gC , aC ) et soit R le sous-ensemble des
racines re elles de P (c’est-a -dire prenant des valeurs re elles sur a). Notons
\P= 12 : # Pm: .:, ou m: de signe la multiplicite de la racine :.
Notons A$(R)=[a # A>: # R det(Id&Ad(a&1)) |g : {0]. On a A$(R)#Areg ,
donc A$(R) est dense dans A.
Posons pour tout a # A:
‘2P(a)= ‘
: # P
det(Id&Ad(a&1)) |g :
Comme a est abe lienne, on peut identifier S(aC ) a l’alge bre des ope rateurs
diffe rentiels invariants par translation sur A.
Si + # a*C , alors pour tout u # S(aC ), exp(&+) b u b exp + est encore dans
S(aC ), et u [ exp(&+) b u b exp + est l’unique automorphisme d’alge bre de
S(aC ) qui envoie X # aC sur X++(X) .1.
Pour de crire F sur 0reg il nous faut rappeler la notion de polyno^me
exponentiel local. Soit A1 un ouvert de A, et soit g une fonction a valeurs
complexes sur A1 . On dit que g est un polyno^me exponentiel local sur A1
si, e tant donne a1 # A1 , il existe un voisinage U de 0 dans a tel que
a1 exp U/A1 et tel que g puisse s’e crire g(x exp H)= f (H) pour tout
H # U, f e tant un polyno^me exponentiel sur a.
Posons ‘8P(a)=‘2P(a)F(a)(\a # 0 & Areg). On a alors:
Lemme 14.3. Soit B0 l ’ide al des z # Z(gC ) tels que z .T=0 sur
G<[Areg & 0].
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Alors ‘8P est un polyno^me exponentiel local sur Areg & 0 et z # B0 si et
seulement si sur Areg # 0 on a
(exp(&\P) b +ga(z) b exp(\P)) . ‘8P=0
Pour de montrer ce lemme, nous aurons besoin du re sultat suivant:
Soit x # G
*
t
semi-simple. Posons z=gx et soit a une sous-alge bre de
Cartan de z. Soit | un voisinage admissible de 0 dans z, que l’on suppose
e toile en 0 et 01=G<[x exp |]. Soit P un syste me de racines positives de
2=2(gC , aC ) et soit Pz =P & 2(zC , aC ). Posons ?P z =>: # P z :. On a
alors:
Lemme 14.4. Il existe une constante c=c(x, a, P){0 telle que
c4= ‘
: # p
det(Ad x)2|g: det(Id&Ad x
&1)2|ha
et telle que pour tout H # a & | on ait
?P z(H) . | jz(H) |
12 . |&x(x exp H)| 12=c .e\ P(H) . ‘2P(x exp H)
Toutes les fonctions apparaissant dans cette formule sont analytiques sur
a & |. Calculons, compte tenu du fait que jz et &x sont a valeurs re elles:
(?P z(H) . | jz(H) |
12 . |&x(x exp H)| 12)4
=!z (H)2 . | jz(H) | 2 . |&x(x exp H)| 2
=DG(x exp H)2= ‘
: # 2
det(Id&Ad(x exp H)&1)2|g: det(Id&Ad x
&1)2|ha
= ‘
: # P
det(Id&Ad(x exp H)&1)4|g :
_ ‘
: # P
det(Adx exp X)2|g: . det(Id&Adx
&1)2|ha
=‘2P(x exp H)4 . ‘
: # P
det(Ad x)2|g: .e
4.\ P(H) det(Id&Ad x&1)2|ha
Comme | & a est e toile en 0, il existe une contante c ve rifiant les e galite s
voulues.
De monstration du lemme 14.3. Conside rons l’application
G<_(Areg & 0)  G<[Areg & 0]
(g, a) [ g[a]
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C’est une submersion. Conside rons l’application injective T [ _T qui
envoie les distributions G<-invariante de G<[Areg & 0] sur leur restriction
a Areg & |. D’apre s le the ore me 13.3 et le the ore me 2.24 de [B1], on a
\z # Z(gC ), z .T=0  +ga(z) . ( |&x | 12_T)=0
Utilisons le lemme pre ce dent, pour y e le ment quelconque de Areg & 0.
Puisque y est re gulier, on a g y=a, d’ou j3 #1 et ?P z #1. On a alors, en
notant FA la restriction de F a Areg & 0:
z .T=0  (exp(&\P) b +ga(z) b exp(\P)) . (‘2P .FA)=0
Notons ‘8P( y exp H)= f (H). On a alors pour tout z # B0
*a (+ga(z)) . (e\P . f )=0
(voir [Var] the ore me II.3.12)
Comme *a (+ga(B0)) est un ide al de codimension finie de IS(aC ), e\P .f est un
polyno^me exponentiel d’apre s le re sultat bien connu sur les alge bres de Lie.
Nous terminons cette section par le re sultat suivant:
Soit y # A & 0 et soit Ry l’ensemble des racines : # R telles que
det(Id&Ad y&1) |g :=0. Soit u # S(aC ) tel que s: .u=&u pour tout : # Ry
(s: est la re flexion de Weyl correspondant a la racine :). Alors
Proposition 14.5. (i) ‘8P s’e tend analytiquement a A$(R) & 0
(ii) (e&\P b u b e\ P). ‘8 s’e tend en une fonction continue dans un voisinage
de y dans A & 0.
De monstration. Soit y # A & 0 et soit |1 un voisinage admissible de 0
dans g y=z tel que 01=G<[ y exp |1]/0. Supposons tout d’abord que
y # A$(R) & 0. Alors 2(zC , aC ) n’a aucune racine re elle, c’est-a -dire a est
une sous-alge bre de Cartan fondamentale de z.
Il s’ensuit que ?P z tz s’e tend en une fonction analytique sur a & |1
([Var] The ore me I.6.4). On a alors (i) gra^ce a la proposition 13.3.
Supposons y # (A"A$(R)) & 0, c’est-a -dire Ry {<. Soit u comme dans le
the ore me. Alors u est antisyme trique par rapport a toute les racines re elles
de 2(zC , aC ), donc (u) . (?P z . tz ) s’e tend continu^ment a a & |1 ([Var]
The ore me 1.6.3). On en de duit alors (ii) en utilisant la proposition 13.3.
15. CONSTRUCTION DE DISTRIBUTIONS
INVARIANTES PROPRES
Dans cette section, nous supposons que G
*
t
contient un sous-espace de
Cartan B= y exp b compose d’e le ments elliptiques. Posons h=gb.
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Soit B l’ensemble des fonctions h* de B dans C_ telles qu’il existe & # b*C
de sorte que pour tout b # B, pour tout X # b on ait h*(b exp X)=
h*(b) e&(X).
Nous allons associer aux e le ments de B une distribution G<-invariante et
vecteur propre pour Z(gC ) entie rement caracte rise e par sa valeur sur Breg .
Soit h* # B et & # b*C comme ci-dessus. Alors & est ne cessairement dans
ib* car il appartient a l’ensemble L des & # b*C tels que H [ e&(H) soit un
caracte re bien de fini du groupe abe lien compact exp b (L est un re seau
de b*C ).
Soit P un syste me de racines positives de 2(gC , bC ) et soit m:=dim g:C
la multiplicite d’une racine :. On pose \P= 12 : # P m: .:.
Soit h* # B , et soit & # ib* associe a h* comme ci-dessus. Posons
*(h*)=&+\P . On dira que h* est re gulier si *(h*) est re gulier dans bC. On
notera B reg l’ensemble des e le ments re guliers de B .
Pour tout & # b*C posons:
/& : Z(gC )  C
z [ +gb(z)(&)
On dira que /& est elliptique si & # ib* est re gulier. Un ide al B0 de Z(gC )
sera dit elliptique s’il existe un ensemble fini de caracte res elliptiques
[X&1 , ..., /& r] de finis comme ci-dessus tels que 
r
i=1ker (/&i)/B0 .
Nous pouvons maintenant e noncer un the ore me d’unicite semblable a
celui des groupes de la classe de Harish-Chandra.
The ore me 15.1. Soit 0 # E
*
(G) et soient 3i (i=1, 2) deux distributions
G<-invariantes telles qu’il existe deux ide aux Bi de type elliptique de Z(gC )
tels que Bi .3i=0 et une constante C strictement positive telle que
\x # 0reg , |3i (x)|C |DG(x)|&12.
Alors 31=32  31(b)=32(b)(\b # 0 & Breg).
De monstration. Supposons 31(b)=32(b) sur Breg . Posons 3=31&32
et B0=B1 & B2 . Alors 3 est G<-invariante et B0 .3=0 ou B0 est un ide al
de type elliptique de Z(gC ). D’autre part on a la majoration
|3(x)|2C |DG(x)|&12 (\x # 0reg).
Pour montrer que 3=0 sur 0, il suffit de montrer que pour tout b # 0 & B,
pour tout bon voisinage de b de la forme G<, (b)[#b, { b]=0
(b), la restriction de
3 a 0(b) est nulle, ceci en vertu de la proposition 12.11.
Plac ons nous sur un tel voisinage 0(b) d’un point b # 0 & B. Notons
|(b)=z[# b, {b] , ou z=g
b. Gra^ce a la me thode de descente, nous obtenons
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une distribution % sur |(b) invariante sous ZC (le groupe adjoint de zC ) et
qui ve rifie les e quations diffe rentielles
(*z (+gz )(z)) .%=0 (\z # B0).
Cette distribution est donne par l’e galite suivante:
\Y # |(b) & z$, 3(b exp Y)=|&b(b exp Y)| 12 . | jz (Y)|12 .%z (Y).
Posons pour j=1, ..., r, Bj=ker /&j de sorte que 
r
j=1 Bj /B0 . Notons
I& j=+gh(B j)=[P # S(hC )
W gC P(&j)=0] et I$& j=8(I& j)S(bC )
W zC. Soit enfin
I&j
t
=#z C(I$& j). C’est l’ide al de IS(zC ) engendre par *z (+gz(B j)). D’apre s les
e quations diffe rentielles ve rifie es par %, on a (u) .%=0 pour tout
u #  rj=1 I& j
t
.
Comme les &j sont re guliers, on a Wg C .&j & b*C =W
b
gC
.&j ou W bgC est le
sous-groupe des e le ments de Wg C qui commutent a l’action de b dans hC
(voir [B1] 96.2). D’apre s le lemme 3.2.24 de [B1], on a
I&j
t
=[u # IS(zC )u(w .&j)=0 \w # W bg C]
Or w .&j # ib* pour tout w # W bg C , donc l’ide al I& j
t
est elliptique.
Comme 3=0 sur Breg & 0, alors %=0 sur |(b) & b$. D’autre part % est
tempe re e puisque
\Y # |(b) & b$, |!z (Y)|12 . |%(Y)|=|DG(b exp Y)| 12 . |3(b exp Y)|2C.
On de duit du the ore me I.7.13 de [Var] que %=0 sur |(b). On a donc
3=0 sur 0(b), ce qui suffit a prouver le the ore me.
Posons pour s # W(G<, B), !s .\P&\ P : b [ >: # P, s & 1.:  P det(Ad b
&1)g :C .
Soit h # B. Alors h normalise les g:C , : # 2(gC , bC ). Le groupe W(G
<, B)
agit sur B par
s[h*](h)=h*(s&1.h) .!s .\P&\ P(h) (h # B).
Lemme 15.2. Supposons h* # B re gulier. Alors /*(h*) est elliptique. Si U
est un ouvert G<-invariant de G
*
t
tel que U & Breg est non vide et si T est une
distribution G<-invariante sur U, vecteur propre de tout z # Z(gC ) pour un
caracte re z [ /(z) telle que pour tout b # U & Breg on ait
2(b) T(b)= :
s # W(G<, B)
cs .s[h*](b)
(ou les cs , s # W(G<, B) sont des constantes), alors /=/*(h*) .
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De monstration. Il suffit de montrer que sur V=G<[U & B] pour tout
z # Z(gC) on a z .T=/*(h*) T.
D’apre s le lemme 14.3 ceci se rame ne a montrer que la fonction ‘8P
de finie sur U & Breg par ‘8P=‘2P .T ve rifie les e quations diffe rentielles
(exp(&\P) b +gb(z) b exp(\P)) . ‘8P=/*(h*) ‘8P .
Ceci re sulte d’un calcul ne pre sentant pas de difficulte s.
Nous avons introduit plus haut un homomorphisme de groupes =1 de
W(G<B) dans [&1, 1] qui ge ne ralise la signature usuelle.
Soit s # W(G<, B) et soient :1 , ..., :r les racines dans P telles que
s&1.:1 , ..., s&1.:r soient dans &P. Soient m1 , ..., mr leur multiplicite s
respectives.
On pose alors =1(s)=(&1)m1+ } } } +m r. C’est l’homomorphisme du lemme
11.1, ce qui montre en particulier que =1 est inde pendant du choix de P.
Corollaire 15.3. Soit h* # B re gulier. Il existe au plus une distribution
G<-invariante et Z(gC )-propre 3h*, P sur G*
t
telle que
(i) _C>0|3h*, P(x)|C . |DG(x)|&12
(ii) \b # Breg , ‘2(b) 3h*, P(b)=s # W(G < , B) =1(s) s[h*](b)
Construction des 3h*, P
Les notations sont les me^mes que pre ce demment, et on suppose P fixe
une fois pour toutes dans ce paragraphe. On va construire, en suivant les
ide es de Harish-Chandra expose es dans [Var], II.5.5, pour chaque h* # B
et chaque bon voisinage 0(b)=G<, (b)[#b, { b] de b # 0 & Breg , une distribution
3(b)G<-invariante et Z(gC )-propre telle que
(i) supx # 0 ( b )r e g |DG(x)|
12 |3(b)(x)|<
(ii) ‘2P(a) 3(b)(a)=s # W(G <, B) =1(s) s[h*](a) pour tout a # 0(b) &
Breg .
D’apre s le lemme 15.2, 3(b) est une distribution invariante propre pour
le caracte re /*(h*) de Z(gC ). Le corollaire garantit alors que 3(b)=3(b$) sur
0(b) & 0(b$).
Admettons que ceci soit re alise , on a alors:
The ore me 15.4. Soit 0 # E
*
(G). Il existe une unique distribution 3h*, P
sur 0 qui soit G<-invariante, Z(gC )-propre et telle que
(a) supx # 0r e g |DG(x)|
12 |3h*, P(x)|<
(b) ‘2P(a) 3h*, P(a)=s # W(G < , B) =1(s) s[h*](a)(a # 0 & Breg)
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Ceci de coule du fait que l’on a un recouvrement fini de 0 par des ouverts
de la forme 0(b). Passons a la construction des 3(b) sur un ouvert de la
forme 0(b). Posons |(b)=z# b, { b . Soit & # ib* re gulier.
Notons u | z la restriction a z*C d’un polyno^me u sur g*C . Si u # IS(gC ) alors
u | z # IS(zC ). Nous disposons sur z des distributions T
z
* (* # ib*, re gulier
dans zC ), tempe re es, (Gb)o -invariantes telles que
(v) .T z*=v | b(*) T
z
* (v # IS(zC ))
T z*(Y)=?z (Y) :
s # W ((Gb) o, b)
=(s) es .*(Y) (Y # b & z$) ou =(s)=det(s | b).
Ce sont au signe pre s des transforme es de Fourier d’orbites (voir [Var]
I.7). Posons, pour tout s # W(G<, B), ab(s)=>: # P, s &1.:  P det(Ad b
&1)g :C .
Notons Fb l’espace vectoriel des fonctions f sur W(G<, B) a valeurs dans
C telles que pour tout s # W(G<, B), et pour tout t # W(G< & Gb, b) on ait:
f (ts)= f (s) ab(t) =1(t) =(t)&1
Lemme 15.5. Pour tout f # Fb , il existe une unique distribution tempe re e
%(b)=% (b)(&, f ) sur z, (G
b)o -invariante telle que
(a) (u | z) .%(b)=u | b(&) %(b)(u # IS(gC )).
(b) Pour tout Y # b, re gulier dans z,
?z (Y) %(b)(Y)=#b :
s # W(G<, B)
=(s) f (s) es .&(Y)
ou #b est la constante c(b, b, P) de finie dans le lemme 14.4. La distribution
%(b) ve rifie en outre:
(c) %(b) est G< & Gb-invariante
(d) supY # z |!z (Y)| 12 |%(b)(Y)|<
(e) Si s1 , ..., sm est un syste me de repre sentants de W((Gb)o , b)"
W(G<, b) alors %(b)=#b m1 =(sj) f (sj) T
z
s j .&
Pour de montrer ceci, nous allons utiliser le lemme suivant.
Lemme 15.6. On a pour tout s # W(G<, B):
(i) ‘2s(h)=‘2(s&1.h)==1(s) >: # P, s & 1 .:  P det(Ad h)g :C ‘2(h) (h # B)
(ii) Pour tout t # W(G< & Gb , b), ab(t)=\1 et pour tout t # W((Gb)o ,
b) on a
ab(t) =1(t) =(t)=1
(iii) ?tz =ab(t) =1(t) =1(t) ?z (t # W(G
b & G<, b))
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De monstration. Soient s # W(G<, B) et h # B. On a
‘2s(h)= ‘
: # P
det(Id&Ad(h&1))g Cs, :
d’ou , pour h re gulier
‘2s(h)
‘2(h)
= ‘
: # P
det(Id&Ad h&1)g Cs, :
det(Id&Ad h&1)g :C
=
>s & 1.; # P, ;  P det(Id&Ad h
&1)g ;C
>: # P, s & 1.:  P det(Id&Ad h
&1)g :C
= ‘
; # P, s & 1.;  P
det(Ad(&h))g ;C det(Id&Ad h
&1)g ;C
_ ‘
: # P, s & 1.:  P
(det(Id&Ad h&1)g :C)
&1
==1(s) ‘
; # P, s & 1.;  P
det(Ad h)g ;C .
Ceci montre (i). Soit Y # |(b) & b, re gulier dans z. Pour tout 0<u<1, on
a donc b exp uY # Breg . Appliquons (i) a h=b&1 exp(&uY) et a t # W(G<
& Gb, b). On a
‘2t(b&1 exp(&uY))= ‘
: # P
det(Id&Ad(t&1. (b exp(uY))))g :C
= ‘
: # P
det(Id&Ad(b exp(ut&1.Y)))g :C .
Rappelons que nous avons note Pz =P & 2(zC , bC ). Nous avons alors
‘
: # P
det(Id&Ad(b exp(ut&1 } Y)))g :C
= ‘
: # P z
(1&exp(u:(t&1 } Y)) ‘
: # P z
det(Id&Ad(b exp(ut&1 } Y)))g :Cz :C
_ ‘
: # P"P z
det(Id&Ad(b exp(ut&1 } Y)))g :C .
Or,
lim
u  0
‘
: # P z
det(Id&Ad(b exp(ut&1 } Y)))g :Cz :C
_ ‘
: # P"P z
det(Id&Ad(b exp(ut&1 } Y)))g :C
= ‘
: # P z
det(Id&Ad b)g :Cz:C ‘
: # P"P z
det(Id&Ad b)g :C .
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D’autre part limu  0 >: # P, t & 1.:  P det(Ad b
&1 exp(&uY))g :C=ab(t), d’ou
=1(t) ab(t)&1= lim
u  0
>: # P z (1&exp(u:(t
&1 } Y))
>: # P z (1&exp(u:( } Y))
= ‘
: # P z
t } :(Y)
:(Y)
.
Ceci montre que ab(t)=\1, et de plus, pour t # W((Gb)o , b), nous recon-
naissons dans le dernier membre =(t), ce qui finit de montrer (ii).
D’apre s le lemme 14.4 pour t # W(Gb & G<, b) et Y # b
?z (Y)=| jz (Y)|&12 |&b(b exp Y)| 12 #be\ P(Y)‘2(b exp Y)
Comme jtz = jz et &
t
b=&b , on a
?tz (Y)=| jz (Y)|
&12 |&b(b exp H)| 12 #bet .\ P(Y)‘2t(b exp Y)
==1(t) ab(t)&1 ?z (Y).
Ceci termine la de monstration du lemme 15.6.
Revenons a la de monstration du lemme 15.5. Soit s1 , ..., sm est un syste me
de repre sentants de W((Gb)o , b)"W(G<, B) alors %(b)=#b mj1 =(sj) f (sj) T
z
s j } &
est une distribution sur z tempe re e et (Gb)o - invariante ve rifiant (a) et (b).
L’unicite est e tablie dans [Var] The ore me I.7.13. Il nous reste a ve rifier les
proprie te s (c) et (d), (e) de coulant directement de la construction.
La proprie te (d) est de montre e dans [Var] The ore me I.7.21. Il nous
reste donc a e tablir l’invariance de %(b) sous G< & Gb. Tout e le ment de Gb
envoie b sur une sous-alge bre de Cartan de z conjugue e a b sous (Gb)o
(puisque se sont deux sous-alge bres de Cartan fondamentales de z). Donc
Gb=(Gb)o } N(Gb, b) et Gb & G<=(Gb)o } N(Gb & G<, b). Il suffit donc de
montrer l’invariance de %(b) sous N(Gb & G<, b). Soit { # N(Gb & G<, b) et
soit t son image dans W(Gb & G<, b). Par construction de %(b), il suffit de
s’assurer que sa restriction a b & z$ est invariante sous t. Soit Y # b & z$.
(%(b))t (Y)=?tz (Y)
&1 :
s # W(G<, B)
=(s) f (s) ets .&(Y)
==1(t) ab(t) ? z (Y)&1 :
s # W(G <, B)
=(ts) f (ts) ab(t)&1 =1(t) ets .&(Y)
=? z (Y)&1 :
s # W(G<, B)
=(s) f (s) es .&(Y)=%(b)(Y).
Ceci ache ve de de montrer le lemme 15.5.
On conside re %(b) comme une fonction de finie sur z en lui attribuant la
valeur 0 sur z"z$.
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Lemme 15.7. Soit 3(b)=3(b)&, f la fonction G
<-invariante sur 0(b) telle que
3(b)(b exp Y)=|&b(b exp Y)| &12 | j z (Y)| &12 %(b)(Y) (Y # |(b) & z$).
Alors 3(b) est localement inte grable sur 0(b). La distribution associe e (que
l ’on note de la me^me manie re) ve rifie:
(a) z } 3(b)=/&(z) 3 (b)
(b) supx # 0 ( b )r e g |DG(x)|
12 |3(b)(x)|<
(c) ‘2P(a) 3(b)(b exp H)=s # W(G <, B) =(s) f (s) es } &(H)&\ P(H)
(\H # | & b$).
De plus 3(b) est l ’unique distribution sur 0(b)Z(gC )-propre et majore e par
un multiple constant de |DG |&12 sur 0 (b)reg qui ve rifie (c).
Ces re sultats s’obtiennent par des calculs e vidents. Pour la dernie re
assertion remarquons que si 3 est une telle distribution, elle est e gale a 3(b)
sur Breg & 0(b) gra^ce a la proposition 12.13. Comme d’apre s le lemme 15.2,
elle est ne cessairement vecteur propre de Z(gC ) pour le caracte re /& , on
peut appliquer le the ore me d’unicite .
Nous pouvons maintenant terminer la de monstration du the ore me 15.4.
Il nous suffit de ve rifier que les fonctions
s [ =1(s) =(s)&1 s[h*]
sont bien dans Fb .
Soient s et t dans W(G<, B). On a
ab(ts) ab(t)&1= ‘
(ts) &1 } :  P
: # P
det(Ad b&1) g :C \ ‘
t &1 } :  P
: # P
det(Ad b&1) g :C+
&1
= ‘
t &1 } :  P
: # P
(ts) &1 } :  P
det(Ad b&1) g :C \ ‘
t &1 } :  P
: # P
(ts) &1 } : # P
det(Ad b&1) g :C+
&1
= ‘
(ts) &1 } :  P
t &1: # P
det(Ad b&1) g :C = ‘
s&1 } ;  P
; # P
det(Ad b&1) g Ct . ; .
Si t # W(G< & Gb, b), alors les actions de b et de t sur les g;C commutent
et donc det(Ad b&1) t . g ;C =det(Ad b
&1) g ;C d’ou ab(ts) ab(t)
&1=ab(s).
On a alors (ts)[h*](b) =1(ts) =(ts)&1=s[h*] =1(s) =(s)&1 ab(t) =1(t) =(t)&1
car par hypothe se t centralise b. On en de duit le re sultat voulu.
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Proprie te s des 3h*
Nous commenc ons par ame liorer un peu l’estimation (i) du the ore me
15.4.
Proposition 15.8. Il existe une constante C>0 telle que
|3h*(x)|C dim(h*) |DG(x)| &12(x # ( G*
t
)reg)(h* # B )
La majoration ci-dessus est uniforme par rapport a h*.
Le the ore me I.7.21 de [Var] donne une majoration uniforme en * des
T z* . Si l’on fixe b # B et que l’on utilise cette estimation dans 15.5. (e), on
obtient le re sultat suivant: pour tout Y # z$, pour tout h* # B , il existe
Cb>0 telle que
|% (b)h* (Y)|Cb dim(h*)|! z (Y)|
&12
On en de duit la proposition gra^ce a un recouvrement fini de G
*
t
par des
ouverts 0(b).
Nous allons maintenant e tudier le comportement des 3h* sous l’action
de certains automorphismes de G. Soit A le groupe des automorphismes
_ de G tels que _ } B=B, d_ } b=b et _ } G
*
t
= G
*
t
. Ce groupe A agit
naturellement sur B par _ } h*(h)=h*(_&1.h) pour tout h # B. Nous de fi-
nissons aussi une action ‘‘tordue’’ en posant
_[h*](h)=(_ .h*)(h) ‘
_ &1.:  P
: # P
det(Ad h&1) g :C
On calcule aise ment que *(_[h*])=_ .*(h*) (on identifie _ et d_ pour
l’action de A sur g ou b). Donc en particulier _[B reg]=B reg . Chaque
_ # A induit un automorphisme de W(G<, B) de la manie re suivante: si
s # W(G<, B) tel que s~ soit un rele vement de s dans N(G<, B), alors _(s~ )
induit s_. Remarquons aussi que la de finition de l’homomorphisme de
groupes =1 peut s’e tendre de manie re e vidente de W(G<, B) au groupe A.
Proposition 15.9. Soient _ # A et h* # B re gulier. Alors
(‘2)_P==1(_) ‘
_&1.:  P
: # P
det(Ad( . )) g :C ‘2P
(3h*, P)_==1(_) 3_[h*], P
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Si _ est induite par un e le ment de G< on a en particulier
3h*, P==1(_) 3_[h*], P
De monstration. La premie re assertion se de montre comme le (i) du
lemme 15.6. Comme (3h*, P)_ est une distribution G<-invariante, a support
dans G
*
t
, annule e par l’ide al elliptique ker /_ } h* et majore e en chaque
point re gulier par C|DG |&12, il suffit, gra^ce au the ore me d’unicite , de
ve rifier la deuxie me e galite sur Breg . Soit b # Breg , on a
‘2_P(b) 3
_
h*, P(b)= :
s # W(G <, B)
=1(s) s[h*](_&1.b)
Nous avons
s[h*](_&1.b)=(s .h*)(_&1.b) !s .\ P&\P(_
&1.b)
d’ou
=1(_) !\ P&_ } \ P(b)‘2P(b) 3
_
h*, P(b)
= :
s # W(G<, B)
=1(s)(s .h*)(_&1.b) !s } \ P&\ P(_
&1.b) (1)
D’autre part comme
s[_[h*]](b)=_[h*](s&1.b) !s } \ P&\ P(b)
=(_ .h*)(s&1.b) !s } \ P&\ P(b) !_ } \P&\ P(s
&1 .b)
on a
‘2P(b) 3_[h*], P(b)
= :
s # W(G <, B)
=1(s)(_ .h*)(s&1.b) !s } \ P&\P(b) !_ } \ P&\P(s
&1.b) (2)
Or, (s .h*)(_&1.b)=(_ .h*)(((s&1)_) .b). par le changement de variable
t=s_ dans (1), on se rame ne donc a montrer que
!_ } \ P&\ P(b) !s_ & 1 } \ P&\P(_
&1.b)=!s } \ P&\ P(b) !_ } \ P&\ P(s
&1.b)
Ceci s’e tablit facilement.
Construction des 3h*, P pour h* non re gulier
Dans ce paragraphe, nous voulons e tendre la construction des 3h*, P au
cas ou h* n’est pas re gulier. Pour cela, nous suivons en tout point les
travaux de Harish-Chandra tels qu’ils sont expose s dans [Var] II.5.5.
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Posons F=ib*, F$=F & (b*C )$. Soit C(F$) l’ensemble des composantes
connexes de F$. C’est un ensemble fini. Pour * # F notons C(*) l’ensemble
des e le ments de C(F$) dont l’adhe rence contient *.
Soit m/g une sous-alge bre re ductive dans g telle que b/m. Soit F$m
l’ensemble des e le ments re guliers de F par rapport a (mC , bC ). Soit
C(F$m ) l’ensemble des composantes connexes de F$m . Soit 1 m une
composante connexe de F$m . Pour tout & # 1m, on dispose des distributions
T m, 1 m& sur m construites par Harish-Chandra (voir [Var], I.7.21). Ce sont
les limites (dans l’espace des distributions sur m) des distributions T m&$
lorsque &$ tend vers & dans ib* en restant dans 1m .
Soit b # B. Nous utilisons les notations de la section pre ce dente. En
particulier 0(b) # E
*
(G) est un bon voisinage de b. Soit 1 # C(F$) et soit
1 z l’unique e le ment de C(F$z ) contenant 1. Soit & # 1 . On notera
indiffe remment T z, 1& ou T
z, 1 z
& .
Nous allons e tudier le comportement des % (b)&, f construites pre ce demment
sous l’action du groupe A. Soit _ # A. Alors _ } z=g_ } b et (_ } z)[_ } #, {]=
_ } z[#, {] .
On peut appliquer la me thode de descente a _ } b, _ } z. Posons
|1=_ } |(b) et 01=_ } 0(b). Par transport de structure _ envoie 3 (b)&, f sur
une distribution (3 (b)&, f)
_ de 01 . De plus _ induit un automorphisme de
W(G<, B), et donc ope re sur les fonctions sur W(G<, B) par f _(s)= f (s_ & 1).
Lemme 15.10. On a (Fb)_=F_ } b .
De monstration. On a W(G< & Gb, b)_=W(G< & G_ } b, b). Soit f # Fb .
Pour tout t # W(G< & Gb, b), et pour tout s # W(G<, B) on a
f _(t_s)= f (ts_ & 1)=ab(t) f (s_
& 1
) =1(t) =(t)&1
Or,
ab(t)=!t } \P&\ P(b)=!_ } t } \ P&_ } \ P(_ } b)=!t _ } _ } \ P&_ } \ P(_ } b)
=!t _ } \ P&\ P(_ } b) !t _ } (_ } \ P&\P)(_ } b) !&_ } \ P+\P(_ } b)
=!t _ } \ P&\ P(_ } b) !_ } \ P&\ P(_ } b) !&_ } \ P+\ P(_ } b).
Donc ab(t)=a_ } b(t_). Ceci prouve que f _ est bien dans F_ } b .
Lemme 15.11. Soient _ # A, f # F, et & # F$. Alors sur 01 on a
(3 (b)(&, f ))
_==1(_) !\ P&_ & 1 } \ P(b) 3
(_ } b)
(&_, f _)
Si _ est induit par un e le ment de G< alors 01=0(b) et
(3 (b)(&, f ))==1(_) !\ P&_ & 1 } \ P(b) 3
(_ } b)
(&_, f _)
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La de monstration s’adapte facilement de celle donne e pour les groupes
de la classe de Harish-Chandra dans [Var] Lemme II.5.15.
Fixons maintenant une composante connexe 1 de F$ et soit & # 1 . On
de finit pour f # Fb
% (b, 1 )(&, f ) =#b :
j=1,..., m
=(sj) f (sj) T z, s j } 1s j } &
ou s1 , ..., sm est un syste me de repre sentants de W((Gb)o , b)"W(G<, B). On
voit que % (b, 1 )(&, f ) ne de pend pas du syste me de repre sentants choisis car c’est
la limite dans l’espace des distributions sur 0(b) de % (b)(&$, f ) lorsque &$ tend
vers & en restant dans 1.
Lemme 15.12. La distribution % (b, 1)(&, f ) =%
(b, 1 ) est G< & Gb-invariante,
tempe re e et ve rifie:
(a) (u | z ) .%(b, 1 )=u | b(&) %(b, 1)(u # IS(gC ))
(b) Pour tout Y # b, re gulier dans z,
?z (H) %(b, 1 )(Y)=#b :
s # W(G<, B)
=(s) f (s) es .&(Y)
de plus il existe une constante Cb>0 telle que pour tout Y # z$
|%(b, 1 ) & !z (Y)|12Cb .
La preuve est analogue a celle du lemme 15.5. Nous l’omettons.
On prolonge la fonction % (b, 1 )(&, f ) en lui assignant la valeur 0 sur z"z$. Soit
3b, 1 )(&, f ) (que l’on abre gera en 3
(b, 1 )) l’unique fonction G<-invariante sur 0(b)
telle que pour tout Y # |(b):
3(b, 1 )( y exp Y)=|&b( y exp Y)|&12 | jz (Y)| &12 %(b, 1 )(Y)
Alors 3(b, 1) est localement inte grable sur 0(b). La distribution correspon-
dante, que l’on note de la me^me fac on, ve rifie:
Lemme 15.13. (a) z } 3(b, 1 )=/&(z) 3(b, 1 ) pour tout z # Z(gC ).
(b) Si Cb est la constante introduite dans le lemme pre ce dent, alors
pour tout x # 0 (b)reg , on a |DG(x)|
12 |3(b)(x)|<Cb .
(c) ‘2P(a) 3(b, 1 )(b exp Y)=s # W(G <, B) =(s) f (s) es } &(Y)&\ P(Y)
(\Y # | & b$).
Il n’y a plus dans ce cas de re sultat d’unicite comme dans le lemme 15.7,
ceci parce que & n’est plus suppose re gulier.
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Pour construire des distributions sur des ouvert plus gros que les 0(b),
il faut de terminer quand celles de ja construites sont compatibles lorsque b
varie.
Soit H # b & |(b), et soit b =b exp H . Posons z =gb . On a z /z car H # ‘z.
Choisissons = et ; assez petits de sorte que |(b )=z [; , = ] soit un voisinage
admissible de 0 dans z pour b , et que de plus
H +|(b )/|(b), b exp |(b )/b exp |(b), 0(b )/0(b)
On a alors
Lemme 15.14. Soit x # G<. Alors x # Gb si et seulement si x # Gb & GH .
En particulier W(G< & Gb , b)=W(G< & Gb, b) & W(G<, B)H . Soient f # Fb
et w # W(G<, B). Alors
(s [ f (sw) esw&(H )&\P(H )) # Fb
De monstration. Les deux premie res assertions se de montrent sans
difficulte s. Posons g(s)= f (sw) esw&(H )&\ P(H ). Soit t # W(G< & Gb , b). On a:
g(ts)= f (tsw) etsw&(H )&\ P(H )=ab(t)
=1(t)
=(t)
f (sw) etsw&(H )&\ P(H )
Or,
ab(t)=!t } \ P(b)=!t } \P&\ P(b ) e
(: # P, t &1 } :  P m::(H ))=ab (t) e\ P(H )&t } \ P(H )
d’ou
g(ts)=ab (t)
=1(t)
=(t)
f (sw) etsw&(H )&t\P(H )
et comme t # W(G<, B)H , on obtient g(ts)=ab (t) =1(t)=(t) g(s). Ceci
termine la de monstration du lemme.
Soient & # 1 , f # Fb , et w # W(G<, B). Les notations e tant les me^mes que
ci-dessus, posons
f (s)= f (sw) esw&(H )&\ P(H )(s # W(G<, B))
On sait, d’apre s le lemme pre ce dent, que f # Fb . Nous avons alors le
re sultat suivant:
Lemme 15.15. Sur 0(b ), on a 3b, 1 )(&, f )==(w) 3
(b , w } 1 )
(&|, f ) .
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La de monstration est analogue a celle du lemme II.5.21 de [Var]. En
voici l’ide e. On choisit &$  &, &$ # 1. Par passage a la limite, on aura le
re sultat si l’on montre que pour tout &$ # 1 on a
3 (b)(&$, f ) | 0 ( b )==(w) 3
(b )
(&$, f & $)
et comme &$ est re gulier, il suffit par le the ore me d’unicite de le ve rifier sur
Breg & 0 (b
 ), ce qui se fait par un calcul que nous omettons.
Soit h* # B et soit &=*(h*). Soit 1 une composante connexe de F$ telle
que & # 1 . Pour tout b # B, posons:
fb(s)=s[h*](b)
=1(s)
=(s)
(s # W(G<, B))
On a le lemme suivant, dont la de monstration est analogue a celle de
[Var], lemme II.5.22.
Lemme 15.16. On a fb # Fb . Si b1 et b2 sont dans B, alors sur 0(b1) & 0(b2)
3 (b 1, 1)(&, fb 1)=3
(b 2, 1 )
(&, f b 2)
On peut e noncer alors le re sultat principal de cette section:
The ore me 15.17. Soit h* # B et soit &=*(h*). Soit 1 une composante
connexe de F$ dont l ’adhe rence contient &. Alors il existe une unique
distribution 31h*, P sur G* telle que pour tout b # B il existe un bon voisinage0(b) # E
*
(G) de b et 31h*, P=3
(b, 1 )
(&, f b) sur 0
(b). De plus
(a) 31h*, P est G
<-invariante et pour tout z # Z(gC ), on a
z } 31h*, P=/&(z) 3
1
h*, P
(b) Pour tout b # Breg , on a
‘2P(b) 31h*, P(b)= :
s # W(G<, B)
=1(s) s[h*](b)
(c) Il existe une constante C>0 telle que pour tout x # G
*
t
re gulier on ait
|31h*, P(x)|<C |DG(x)|
&12
(d) Pour tout _ # A,
(31h*, P)
_==1(_) 3_ } #_[h*], P
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De monstration. L’existence de 31h*, P provient du lemme pre ce dent.
L’unicite provient de la proposition 12.13. Les proprie te s (a) et (b)
viennent de (a) et (b) du lemme 15.13. La proprie te (c) de coule du me^me
lemme et du recouvrement fini de G
*
t
par les 0(b). La dernie re assertion
provient d’un calcul ne pre sentant pas de difficulte s. Ceci termine la
de monstration du the ore me.
Pour chaque h* # B non re gulier et chaque 1 # C(*(h*)) (composantes
connexes de F$ dont l’adhe rence contient &=*(h*)) on a fabrique la
distribution 31h*, P . Posons
3h*, P=|C(&)| &1 :
1 # C(&)
31h*, P .
La distribution 3h*, P ve rifie les proprie te s (a), (b), (c), (d) du the ore me
pre ce dent, mais nous verrons dans le paragraphe suivant que 3h*, P est une
distribution qui ve rifie en outre une ine galite plus forte que (c).
Comportement sur les autres sous-espaces de Cartan
Soit h* # B et soit 3h*, P la distribution construite a partir de cette
donne e sur G
*
t
comme ci-dessus. On veut e tablir le re sultat suivant:
The ore me 15.18. Pour tout r>0
sup
x # (G
*
~ ) r e g
|DG(x)| 12 |3h*, P(x)| (1+|x| )r<
De monstration. Soit A un sous-espace de Cartan de G
*
t
. A la conjugaison
par un certain e le ment elliptique de G< pre s, on peut supposer AI /B et
donc aI /b. On rappelle que l’on a note
A$(R)=[a # A tels que (gaC , aC ) n’a pas de racines re elles].
Cet ensemble a un nombre fini de composantes connexes que l’on peut
de crire de la fac on suivante. Soit l=gA I. C’est une sous-alge bre re ductive
dans g dont a et b sont des sous-alge bres de Cartan. D’autre part 2(lC , aC )
est compose uniquement de racines re elles. Si a+R est une composante
connexe de l’ensemble des H # aR tels que :(H){0 pour tout : # 2(lC , aC ),
alors AI exp a+R est une composante connexe de A$(R). On les obtient
toutes ainsi. Comme G
*
t
ne posse de qu’un nombre fini de classes de
conjugaison sous G< de sous-espaces de Cartan, il suffit de montrer que
pour tout A comme ci-dessus, pour toute composante connexe AI exp a+R
de A(R) et pour tout r>0, il existe une constante C>0 telle que pour tout
k # AI , pour tout H # a+R
|DG(k exp H)| 12 |3h*, P(k exp H)| (1+&H&)r<C
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On fixe un e le ment l du groupe adjoint de lC tel que l } bC =aC . Notons
P1=l } P. C’est un syste me de racines positives de (gC , aC ). On note L le
sous-groupe analytique de G correspondant a l. On a alors pour tout
k # AI , pour tout H # a+R :
‘2P 1 3h*, P(k exp H)= :
s # W(L, a)"W(G <, B)
=1(s) s[h*](k)
_ :
w # W(l C, aC)
=1(w) cl (w, s } &) e (w(s } & b l
& 1)(H)&\ P b l & 1(H))
ou les cl (w, s } &) sont des constantes entie res. Cette formule re sulte de la
construction des 3h*, P gra^ce aux distributions T* et des formules de
Harish-Chandra donnant celles-ci ([Var], the ore me I.7.21). Notons &s la
restriction de s } & b l&1 a aR . Alors &s # a*R . Pour tout w # W(lC , aC ) on note
Ww, s=[{ # W(lC , aC ), { } (w } &s)=w } &s]
et
c$(w, s)= :
{ # Ww , s
=1({) cl (w, s } &)
Alors
‘2P 13h*, P(k exp H)= :
s # W(L, a)"W(G<, B)
=1(s) s[h*](k)
_ :
w # Ww , s"W(l C, aC)
=1(w) c$(w, s) ew } & s(H)&\ P b l
& 1(H))
On note 2+l le syste me des racines (re elles) positives de (lC , aC ) telles
que :(Y)>0 pour tout Y # a+R . On note :1 , ..., :n l’ensemble de ses racines
simples. Alors dim aR=n car l contient b et aI est le centre de l. On a alors
a+R =[Y # aR\i=1, ..., n :i (Y)>0]. D’apre s [Herb] Lemme 2.5 on a
c$(w, s){0 O (w } &s=a1 :1+ } } } +an :n , a1<0, ..., an<0)
On en de duit que dans ce cas w } &s(H)<0 pour tout e le ment H de a+R "[0].
On note S la sphe re unite de aR . Si c$(w, s){0, il existe alors une constante
a<0 telle que w } &s(H)a pour tout H # a+R & S. Pour tout re el r positif,
la fonction u [ (1+u)r eau est borne e sur R+, donc la fonction
H [ (1+&H&)r ew } &s(H) est borne e sur aR . L’estimation du the ore me se
de duit maintenant facilement.
Remarque: Les distributions 3h*, P peuvent e^tre nulles. En effet, soit
h* # B et soit & telle que pour tout X # b et pour tout b # B on ait
h*(b exp X)=h*(b) e&(X). Posons *=&+\P et supposons * re gulier. Soit
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H=Z(G<, *)=Z(G<, h). On de finit alors un caracte re =& de W(H, B) de la
fac on suivante: pour tout w # W(H, B), soit Xw # b tel que w } b=b exp Xw .
Ceci de finit un morphisme (qui ne de pend pas du choix de b) de W(H, B)
dans exp b. On pose alors =&(w)=e&(Xw). La distribution 3h*, P est alors
non nulle si et seulement si ce caracte re est trivial. Si * est singulier, cette
condition est encore suffisante pour assurer la nullite de 3h*, P . Ceci est
pre cise plus loin (cf. lemme 18.2).
16. INDUCTION
Dans cette section, nous allons construire des distributions 3h* , G <-
invariantes et Z(gC )-propres sur G*
t
ou le parame tre h* # A de pend d’un
sous-espace de Cartan de G
*
t
quelconque, A e tant de fini comme dans la
section pre ce dente. On utilise l’induction pour se ramener au cas de la
section pre ce dente, c’est-a -dire lorsque le sous-espace de Cartan est
compose d’e le ments elliptiques.
Soit x # G
*
t
re gulier. Posons gx=a, h=ga et A=x exp a. Soit a=aI aR
la de composition de a en partie elliptique et partie hyperbolique.
On suppose fixe e une involution de Cartan % de G dont l’ensemble des
points fixes est le compact maximal K de G. Ceci induit une de composition
g=tp. On suppose que h est %-stable. Alors aI=a & t et aR=a & p.
Soit M=Ga R. Alors Lie(M)=m=ga R. Alors % induit une involution de
Cartan de M. Notons KM=K & M. C’est un sous-groupe compact maximal
de M. On a alors:
Lemme 16.1. M est dans la classe H , et n’a qu’un nombre fini de
composantes connexes. De plus le rang de M est e gal a celui de G.
Il est bien connu que m est une sous-alge bre re ductive de g. Posons
M1=[Mo , Mo]: c’est un groupe semi-simple connexe. Soit Z(M1) son
centre. Comme Adg (M1) est un groupe semi-simple connexe line aire, son
centre est fini. D’autre part
Z(M1) & C/M1 & C/G1 & C=Z(G1)
Donc Z(M1) & C a un cardinal fini puisque Z(G1) est fini. Il en est donc
de me^me pour Z(M1).
Il reste a ve rifier que M ne posse de qu’un nombre fini de composantes
connexes. Tout d’abord, remarquons que Adg M=Z(Adg G, aR). Comme
Z(AdgGo , aR) n’a qu’un nombre fini de composantes connexes, il en est de
me^me de Adg M. On a de plus la suite exacte
1  C & M  M  Adg M  1
433INTE GRALES ORBITALES
File: 580J 297661 . By:DS . Date:14:04:97 . Time:09:17 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3183 Signs: 2179 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Comme Co /M et que [C : Co] est fini, on voit que C & M n’a qu’un
nombre fini de composantes connexes. On en de duit que M n’a qu’un
nombre fini de composantes connexes. Comme h/m on voit que rg g=
rg m. Ceci termine la de monstration du lemme.
On a trivialement Greg & M/Mreg . En particulier x # Mreg et A=
x exp a # Car(M). Notons M<=M & G<. C’est un sous-groupe de M dans
la classe de Harish-Chandra. En effet M<=G< & M=Z(G<, aR) donc
Adg M</Z(GC , aR). Or, Z(GC , aR) est connexe (voir [Var] lemme
II.1.10) et le sous-groupe analytique de GC correspondant a [mC , mC ] est
un reve^tement du groupe adjoint MC de mC . Donc Adm C M
</MC .
Nous allons maintenant chercher une de composition de M de la forme
M=%M_exp aR
ou %M est un sous-groupe de M. La restriction de }g a m est non de ge ne re e,
ainsi que sa restriction a aR (ou elle est de finie positive). Posons
m1=a=R & m. On a donc m=m1 aR . Soit M1 le sous-groupe analytique
de M correspondant a m1 . Posons %M=KM } M1 . Comme KM stabilise
m1 , %M est bien un groupe qui ne de pend pas du choix de KM , car tout
les sous-groupes compacts maximaux de M sont contenus dans %M. On a
alors
Proposition 16.2. On a l ’isomorphisme de groupes topologiques
M&%M_exp aR
En particulier %M. et exp aR sont ferme s dans M.
De monstration. Comme t & m/m1 , Lie(%M)=m1 , d’ou %M & exp aR
=[e]. Soit m # M. Comme KM intersecte toutes les composantes connexes
de M, il existe k # KM dans la me^me composante connexe que m, donc on
peut e crire m=kmo ou mo # Mo . Comme exp aR est central dans M, on
peut e crire mo=m1 exp H ou m1 # M1 et H # aR . On a donc
m=km1 exp H ce qui prouve que M=%M exp aR . Comme exp aR est
central dans M, on a bien la de composition voulue en produit de groupes.
L’application (m, a) [ ma de %M_exp aR  M est continue et bijective.
Comme c’est un homomorphisme de groupes, elle est aussi bicontinue.
Remarques: (i) %M est dans ma classe H
(ii) Si %M<=G< & %M, on a M<=%M<exp aR
(iii) Soit s # AI . Alors s # %M et AI=s exp aI est un sous-espace de
Cartan de %M
(iv) Soit s # AI . Alors s # %M et AI=s exp aI est un sous-espace de
Cartan de %M.
Le seul point non e vident est (iv). Comme s est elliptique dans G, il est
elliptique dans M, et donc s est conjugue sous Mo a un e le ment de KM ,
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c’est-a -dire qu’il existe m1 # M1 , mo # exp aR et k # KM tels que
m1 mo[s]=k. Or comme s et mo commutent, on a s=m1[k] # %M.
Nous nous sommes ainsi ramene s a une situation connue: AI est un
sous-espace de Cartan de %M compose d’e le ments elliptiques. On sait
associer a tout t* de AI@ et a tout syste me de racines positives 9 de
2(m1C , aI) une distribution 3%Mt*, 9 a support dans %M
<[AI %Mo] ve rifiant
les proprie te s que nous avons e nonce es dans la section pre ce dente
(The ore me 15.17). Etant donne t* # AI@ et a* # (aR)C on construit
h*=(t*, a*) # A par
h*(a exp X)=t*(a) eia*(X)(a # AI) X # (aR)C
L’application AI@_(aR)*C  A ; (t*, a*) [ h* est une bijection. Ceci justifie
la notation (t*, a*). Nous associons a h*=(t*, a*) la distribution 3Mh*, 9
sur M<[A .M0] donne e par
3Mh*, 9(m exp X)=3
%M
t*, 9(m) e
ia*(X) (k # %M, X # aR)
Comme exp aR est central dans M, il re sulte que 3Mh*, 9 ve rifie:
(a) 3Mh*, 9 est M
<-invariante a support dans M<[Mx]=M*
t
(b) Pour tout z # Z(mC ), z } 3Mh*, 9=/*(h*)(z) 3
M
h*, 9 ou l’on a pose
*(h*)=*(t*)+ia* # iaI* +(aR)*C .
(c) Pour tout X=XI+XR # a=aI aR tel que s exp X # Mreg(s # AI)
on a
‘2M(s exp X) 3Mh*, 9(s exp X)= :
t # W(M <, A)
=1(t) t[h*](s exp X)
ou on a pose ‘2M(m)=>: # 9 det(Id&Ad m&1)m :C pour tout m # A et
=I (t)=(&1)m : 1+ } } } +m :r ou m:i est la multiplicite de la racine :i dans mC ,
les :i e tant les racines dans 9 telles que t&1 } :i  9. (Cette multiplicite est
la me^me que dans gC .)
On rappelle aussi que t[h*](m)=h*(t&1 } m) >: # 9, t & 1:  9_
det(Ad m&1)m : . On remarque que W(M
<, A)&W(%M <, AI). La proprie te
(c) de coule alors par un calcul simple de la formule pour 3%Mt*, 9 donne e
dans la section pre ce dente. Nous allons maintenant construire a partir des
3Mh*, 9 des distributions G
<-invariantes a support dans G
*
t
.
On a la de composition g=nm%(n) ou n=: # 2 + g:C pour un choix
d’un syste me de racines positives 2+ dans 2(gC , aR C ). Le groupe M
stabilise n. Notons N le sous-groupe analytique de G correspondant a n,
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et soit K<=G< & K: c’est un sous-groupe compact maximal de G<.
De finissons
@M : Cc ( G*
t
)  Cc (M*
t
)
@M( f )(m)=|det(Ad M)n |&12 |
N
|
K<K< & M
f (knmk&1) dk dn
ou dn est une mesure de Haar sur N que nous normalisons par la formule
inte grale: pour tout , # Cc (G
<)
|
G <
,(g) dg=(vol(K< & M))&1 |
K<
|
N
|
M<
,(knm) dk dn dm
(K<, M< et K< & M sont munis des mesures de Haar normalise es selon les
conventions du paragraphe 1.2)
Rappelons la de finition des inte grales orbitales sur G
*
t
et M
*
t
: soit
B= y exp b un sous-espace de Cartan de M
*
t
. C’est aussi un sous-espace de
Cartan de G
*
t
. Pour toute fonction f # Cc ( G*
t
), pour tout b # Breg
JG <( f ) |B(b)=|det(Id&Ad b&1)gb | 12 |
G<Z(G <, B)
f (g* bg* &1) dg*
Pour toute fonction f # Cc (M*
t
), pour tout b # Breg
JM <( f ) |B(b)=|det(Id&Ad b&1)mb | 12 |
M<Z(M <, B)
f (m* bm* &1) dm*
Proposition 16.3 On a l ’e galite suivante pour toute fonction f # Cc ( G*
t
):
JM <(@M( f )) |B r e g=JG <( f ) |B r e g
De monstration. Soit u # Breg , on a:
JM <(@M( f ))(u)=|det(Id&Ad u&1)mb | 12
_|
Ms<Z(M<, B)
|det(Ad(mum&1))n |&12
_|
N
|
K<K< & M
( f (knmum&1k&1) dk dn dm*
Soit m # M tel que det(Id&Ad m)n {0. D’apre s [HC] lemme 5.2 on a
|
N
(n) dn=|det(Ad m&Id)n | |
N
(nmn&1m&1) dn
436 DAVID RENARD
File: 580J 297664 . By:DS . Date:14:04:97 . Time:09:17 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2672 Signs: 902 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
D’ou
JM <(@M( f ))(u)=|det(Id&Ad u&1)mb | 12
_|
M <Z(M <, B)
|det(Ad mum&1)n |&12
_|det(Ad(mum&1)&Id)n |
_|
N
|
K <K< & M
f (knmum&1n&1k&1) dk dn dm*
Or,
|det(Ad(mum&1)n)|&12 |det(Ad(mum&1)&Id)n |
=det(Id&Ad(mum&1))n+%(n ) | 12
=|det(Id&Ad u)n+%(n ) | 12
d’ou , en remarquant aussi que Z(G<, B)=Z(M<, B)
JM <(@M( f ))(u)=|det(Id&Ad u&1)mb | 12 |det(Id&Ad u)n+%(n ) | 12
|
G <Z(G<, B)
f (g* bg* &1) dg* =JG <( f )(u)
Ceci termine la de monstration de la proposition.
Nous avons donc le diagramme commutatif suivant
Cc ( G*
t
) ww
@M
Cc (M*
t
)
JG < JM <
I( G
*
t
) ww I(M
*
t
)
la fle che du bas e tant la restriction. La transpose e t@M envoie donc les
distributions M<-invariantes sur M
*
dans les distributions G<-invariantes
sur G
*
. Nous pouvons maintenant de finir des distributions G<-invariantes
sur G
*
t
par:
De finition 16.4. Pour tout h*=(t*, a*) # A et pour tout syste me de
racines imaginaires positives 9 de 2(gC , aC ), on pose:
3Gh*, 9=
t@M(3Mh*, 9).
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On remarque facilement que 9 est un syste me de racines positives de
2(mC , aC ). Donnons des proprie te s de ces distributions 3Gh*, 9 :
The ore me 16.5. Les 3Gh*, 9 sont des distributions sur G
<-invariantes G
*
t
donne e par des fonctions localement L1 et analytiques sur ( G
*
t
)reg ve rifiant
(i) Pour tout z # Z(gC ) on a z } 3Gh*, 9=/*(h*)(z) 3
G
h*, 9 .
(ii) Pour tout a # Areg , b9 (a) |DG(a)| 12 3Gh*, 9=s # W(G <, A) =1(s)_
s[h*](a).
(iii) Pour tout s # W(G<, A), 3Gs[h*], 9==I (s) 3
G
h*, 9 .
De monstration. Le premier point de coule du fait que 3Mh*, 9 est une
distribution Z(mC )-propre. Il en est de me^me de (iii) qui vient de la
proprie te e quivalente ve rifie e par 3Mh*, 9 . Il reste a ve rifier (ii). Soit
, # Cc ( G*
t
) a support dans G<[A]. Notons WG=W(G<, A) et WM=
W(M<, A). On a une inclusion canonique de WM dans WG . Calculons:
(3Gh*, 9 , ,) =|
(G
*
t
) r eg
3Gh*, 9(x) ,(x) dx
=
1
|WG | |Ar e g |DG(a)|
12 3Gh*, 9(a) JG <(,)(a) da
d’apre s la formule d’inte gration de Weyl. D’autre part:
(3Gh*, 9 , ,)=3
M
h*, 9 } (@M(,))
=|
(M
*
t
) r e g
3Mh*, 9(m)(@M,)(m) dm
=
1
|WM | |Ar e g |DM(a)|
12 3Mh*, 9(a) JM <(@M(,))(a) da
=
1
|WG | |A re g :w # WM "WG
|DM(w&1 } a)| 12
_3Mh*, 9(w
&1 } a) JG <(,)(a) da
Donc pour tout a # AI , H # aR tels que a exp H # Areg :
|DG(a exp H)| 12 3Gh*, 9(a exp H)
= :
w # W M"W G
|DM(w&1 } (a exp H))| 12 3Mh*, 9(w
&1 } (a exp H))
= :
w # W M"W G
|D%M(w&1 } a)| 12 3%Mt*, 9(w
&1 } a) eia*(w & 1 } H)
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= :
w # W M"W G
|D%M(w&1 } a)| 12 ‘29 (w&1 } a)&1
_ :
s # W(%M<, AI )
=I (s) s[t*](w&1 } a) ea*(w
& 1 } H)
=b&19 (a exp H) :
t # W(G <, A)
=I (s) t[h*](a exp H).
Ceci termine la de monstration du the ore me.
Remarques.  Soient A, a comme ci-dessus et h1* , h2* # A , h1*=*h2*
pour un certain * # C non nul. On a alors 3h*1 , 9=*3h*2 , 9 .
 Si A1 et A2 sont conjugue s sous un e le ment g de G<, g[A1]=A2 ,
on a alors 3h1*, 9=3g } h1*, g } 9 .
17. THE ORE ME DE PALEYWIENER INVARIANT
Dans cette section, on se propose d’e tablir un the ore me de PaleyWiener
invariant pour Cc ( G*
t
).
Suivant [B3], on commence par e tablir une version plus pre cise du
the ore me 11.2 qui tienne compte des supports. On reprend les notations
des sections 10 et 11. Soit r>0 et soit j # N. On pose Lr=[g # G, | g|r]
et (Lr)=Lr & G*
t
. Soit Ij (Lr) le sous-espace des e le ments de Ij ( G*
t
) a
support dans Lr et, pour tout 1ik, notons Cc (Lr & Ai)
9 i le sous-
espace des e le ments de Cc (Ai)
9 i a support dans Lr & Ai . Alors,
Proposition 17.1. L’application 6j envoie surjectivement Ij (Lr) sur
1ikC

c (Lr & Ai)
9 i
De monstration. La de monstration est analogue a celle de [B3]
proposition 7.1.1.
Soit A un sous-espace de Cartan de G inclus dans G
*
t
. On reprend les
notations de la section 12. On prolonge la restriction de } a aR en une
forme hermitienne de finie positive sur (aR)C . Ceci induit une structure
hermitienne (aR)*C . On fait de me^me pour aI en remplac ant } par &}.
Si t* # AI@ et si + # iaI est tel que pour tout X # aI , pour tout a # AI ,
t*(a exp X) = t*(a) e+(X), on pose &t*& = &+& et si h* # A , h* = (t*, a*)
on pose &h*&=&t*&+&a*&. Si . # Cc (A), on de finit sa transforme e de
Fourier .^
.^(h*)=|
A
.(h) h*(h) dh
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On de finit l’espace de PaleyWiener de A, que l’on note PW (A) comme
suit. Pour r>0, on note PWr(A) l’espace des fonctions F sur A telles que:
PW0(A): si h1* , h2* # A ve rifient h1*=*h2* , pour un certain * # C, on a
F(h1*)=*F(h2*).
PW1(A): pour tout t* # AI@, la fonction a* [ F(t*, a*) est entie re sur
(aR)*C .
PW2(A): pour tout N # N il existe une constante CN telle que
|F(t*, a*)|CN(1+&t*&+&a*&)&N er &Im(a*)&.
L’espace PW (A) est la re union des PWr(A), r>0. On munit PWr(A)
de la topologie de finie par la famille de semi-normes
Sk(F )= sup
a* # a*C
t* # A I@
(1+&t*&+&a*&)k |F(t*, a*)|
Si 9 est un syste me de racines imaginaires pures de (gC , aC ), on note
PW (A)9 (resp. PWr(A)) le sous-espace des F # PW (A) (resp. F #
PWr(A)) ve rifiant
F(s[h*])==I (s) F(h*)(s # W(G<, b))
Le re sultat suivant justifie la terminologie employe e.
Lemme 17.2. (i) Pour tout r>0 l ’espace PWr(A) est de Fre chet et
l ’application . [ .^ est un isomorphisme topologique de Cc (A & Lr) sur
PWr(A).
(ii) La transforme e de fourier re alise une bijection entre Cc (A & Lr)
&9
et PWr(A)9
Le lemme se de duit aise ment du fait qu’a une translation pre s, A est
essentiellement exp a qui est un groupe de Lie commutatif connexe, pour
lequel ces re sultats sont bien connus.
On munit PW (A) de la topologie limite inductive des PWr(A) r>0.
C’est un espace LF et l’application . [ .^ est un isomorphisme topologique
de Cc (A) sur PW (A). Si f # C

c ( G*
t
), on de finit
F ( f ) |A(h*)=3Gh*, 9( f ) (h* # A )
Lemme 17.3. Soit r>0. (i) Pour tout f # Cc (Lr), F ( f ) |A # PWr(A)
9
(ii) L’application f [ F ( f ) |A de Cc (Lr) dans PWr(A) est continue.
De monstration. Remarquons que pour tout k # K, m # M, n # N, on a
|kmnk&1|=|m|. En effet g [ | g| est continue et G-invariante, il suffit de
voir que m est dans l’adhe rence de l’orbite (sous G<) de mn. Soit X # aR tel
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que toutes les valeurs propres de ad X dans n sont strictement ne gatives.
Alors, comme pour tout t # R, exp(tX) commute avec m, on voit que
lim
t  
exp(tX) mn exp(&tX)=m
Donc si f # Cc (Lr), supp(@M( f ))/Lr & M. Il suffit donc de montrer le
re sultat lorsque G=M. Rappelons qu’avec les notations introduites pre ce -
demment AI est un sous-espace de Cartan de %M*
t
, que M=%M exp aR et
que Lr /%M_Ar ou Ar=[exp X; &X&r]. Si t* # AI@, il est bien connu
que la fonction a [ 3%Mt*, ( f ( } , a)) appartient a C

c (Ar), et cela montre que
la proprie te PW1(A) est ve rifie e par F (F) |A .
On sait qu’il existe une constante C telle que pour tout t* # AI@
|D%M | 12| 3%Mt*,  |C
sur %M
*
t
. Si f # Cc (%M*
t
_Ar), la formule d’inte gration de Weyl sur %M
donne
3%Mt*, 9( f ( } , a))= :
[B]
1
|W(%M <, B)|
_|
B
|D%M (b)| 12| 3%Mt*, (b)| J%M <( f ( } , a))(b) db
ou la somme est prise sur l’ensemble des classes de conjugaisons de sous-
espaces de Cartan de %M
*
. Soit Q un compact de %M tel que supp f /
Q_Ar , il existe, d’apre s la continuite de J%M < une semi-norme continue p
sur Cc (Q) telle que pour toute fonction . # C

c (Q) et pour tout sous-
espace de Cartan B de %M
*
t
, on ait
sup
b # B r eg
|J%M <(.)(b)| p(.)
Donc il existe une constante C$>0 telle que pour tout t* # AI@
|3%Mt*, 9( f ( } , a))|C$p( f ( } , a))
Si l’on note  la transforme e de Fourier d’une fonction  # Cc (ar), on a
| (&)|vol(Ar) sup
a # A
|(a)| er &Im &&
Donc pour toute f # Cc (Q_Ar), on a
|3Mt*, 9 ( f ( } , a))|C$ vol(Ar) sup
a # A
p( f ( } , a)) er &Im &&
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Notons | l’e le ment de Casimir du centre de l’alge bre enveloppante de
l’alge bre de Lie de %M que l’on regarde comme un ope rateur diffe rentiel sur
%M
*
t
. Pour tout t # AI@, il existe une constante /t*(|) telle que
| } 3t*, 9=/t*(|) 3t*, 9
Si u # S(aR), on note u^ le polyno^me de fini sur aR* par
((u) } @)(&)=u^(&)  ,  # Cc (AR)
On de duit alors de la majoration pre ce dente que
|F ( f ) |A(t*, &)|C$ vol(Ar) /t*(|)&k sup
a # AR
p((|k(u))( f ( } , a)) er Im &
Comme /t*(|) est e quivalent a &t*& lorsque &t*& tend vers l’infini, la
fonction F ( f ) |A ve rifie PW2(A). D’apre s le the ore me 15.17 (d), on voit
donc que F ( f ) |A appartient a PWr(A)9. La continuite de l’application
e nonce e en (ii) de coule facilement de la dernie re majoration. La proprie te
PW0 s’e tablit facilement. Ceci termine la preuve du lemme.
On fixe A1 , ..., As des repre sentants des classes de conjugaison sous G<
des sous-espaces de Cartan de G
*
t
, et pour chacun d’entre eux, on fixe un
syste me de racines imaginaires positives 9i , i=1, ..., s. Pour f # Cc ( G*
t
),
on de finit comme ci-dessus les fonctions F ( f ) |A i # PW (Ai)
9 i.
The ore me 17.4. L’application line aire
F : Cc ( G*
t
)  
1is
PW (Ai)9i
de finie par F ( f )=1is F ( f ) |Ai est continue et surjective.
La de monstration est la me^me que dans [B3], the ore me 7.3.1. Elle
de coule du lemme 17.3, du lemme 17.2, et du the ore me 11.2.
On conserve les notations pre ce dentes. On note %h*, 9 l’e le ment de
I ( G
*
t
)$ de fini par %h*, 9 (JG <( f ))=3h*, 9 ( f ), f # Cc ( G* ), dont l’existence
est assure e par le the ore me 3.2.1. Si  # I ( G
*
t
), on de finit
F () |A(h*)=%h*, 9 (), h* # A .
The ore me 17.5. L’application line aire
F : I ( G
*
t
)  
1is
PW (Ai)9 i
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de finie par F ( f ) = 1is F ( f ) |A i est un isomorphisme topologique
qui induit pour tout r>0 un isomorphisme de I (Lr & G*
t
) sur
1is PW (Ai & Lr)9 i.
La encore la de monstration est la me^me que dans [B3].
Pour tout sous-espace de Cartan A de G
*
t
, on note I ( G
*
t
)[A] le sous-
espace des  # I ( G
*
t
) tels que F () |B #0 pour tout B # Car*(G) non
conjugue a A, c’est-dire l’image re ciproque par l’application F de
PW (Ai)9 i ou Ai est conjugue a A. Pour r>0, on note I (Lr & G*
t
)[A]=
I ( G
*
t
)[A] & I ( G
*
t
& Lr). On de duit alors du the ore me pre ce dent:
Corollaire 17.6. On a les isomorphismes topologiques
I ( G
*
t
)&
[A]
I ( G
*
t
)[A]
et
I ( G
*
t
& Lr)&
[A]
I ( G
*
t
& Lr)[A]
ou [A] parcourt l ’ensemble des classes de conjugaisons sous G< dans
Car
*
t
(G).
18. APPLICATION DU THE ORE ME DE PALEYWIENER
DANS LE CAS DES INTE GRALES ORBITALES TORDUES
On reprend les notations de l’introduction, en particulier G%=(%) _ Go
Soit B un sous-espace de Cartan de (%, Go) compose d’e le ments elliptiques.
Comme (%, 1) est elliptique, a la conjugaison par un e le ment de Go pre s, on
peut supposer (%, 1) # B, ce que nous ferons de sormais. On a donc B=
(%, exp b). Soit B u l’ensemble des fonctions h* de B dans C_ telles qu’il
existe + # b*C de sorte que pour tout X # b on ait h*((%, exp X))=e+(X).
L’application +~ : exp X [ e+(X) est alors un caracte re bien de fini du groupe
exp b, ce qui montre que + # ib*.
Supposons choisi un syste me de racines positives P de 2(gC , bC ). Nous
avons construit (cf. section 15) pour tout h* # B u une distribution 3h*, P sur
(%, Go). Notre but dans cette section est de montrer que ces distributions
sont a une constante multiplicative pre s des caracte res tordus de repre sen-
tations de la se rie fondamentale de Go .
Soit h=gb. C’est une sous-alge bre de Cartan de g, et l’on a b=h%.
Posons s=(Id&%)(h), de sorte que h=bs. On identifie alors b*C a
l’orthogonal de sC dans h*C . Comme b contient des e le ments re guliers, h est
une sous-alge bre de Cartan fondamentale de g, mais pas ne cessairement
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compacte (voir [Var] Prop. I.10.15). Comme h est une sous-alge bre de
Cartan fondamentale et que Go est connexe, il est bien connu que Ho=
Z(Go , h) est connexe et donc Ho=exp h. Pour tout w # W(Go , B), posons
w&1 } (%, 1)=(%, Xw).
Ceci est bien de fini puisque pour g # Z(Go , B), g(%, 1) g&1=(%, 1). On
de finit un caracte re =+ de W(Ho , B) par
=+(w)=e+(X w).
Il est clair que
N(Go , B)/N(Go , b) Z(Go , B)/Z(Go , b)
donc on a un morphisme bien de fini de W(Go , B) dans W(Go , b). Il se
trouve que ce morphisme est surjectif. Pour le prouver, nous avons besoin
du re sultat suivant:
Lemme 18.1. On a Z((%, Go), b)=(%, exp h)=Ho[%, exp b].
De monstration. Il est clair que (%, exp h)/Z((%, Go), b). Maintenant si
(%, g1) centralise b, alors g1 centralise b, et donc g1 # exp h. La deuxie me
e galite provient alors du lemme 7.3. Ceci termine la de monstration du
lemme.
Il s’ensuit qu’a la multiplication a droite par un e le ment de Ho pre s, on
peut supposer que w%(w&1) # exp b, c’est-a -dire w # W(Go , B), ce qui
montre la surjectivite du morphisme naturel de W(Go , B) dans W(Go , b).
On a de plus la suite exacte:
1  W(Ho , B)  W(Go , B)  W(Go , b)  1
On peut maintenant e noncer le re sultat suivant:
Lemme 18.2. Soient h* # B u , + et +~ comme ci-dessus. Le caracte re +~ de
exp b se prolonge en un caracte re du groupe exp h de la forme exp X [ +(X)
si et seulement si le caracte re =+ de W(Ho , B) est trivial. Si ce caracte re est
non trivial, alors 3h*, P=0.
De monstration. Supposons que +~ ne se prolonge pas en un caracte re de
exp h. On trouve alors X # h tel que exp X=1 et +(X)  2i?Z. De composons
X en X=X$+Y&%(Y) ou X$ # b et Y # h. On a par de finition +(X)=+(X$).
Calculons
(1, exp &Y)(%, 1)(1 exp Y)=(%, exp(%(Y)&Y)=(%, exp X$) # B.
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Donc (1, exp &Y) est un e le ment de N(Ho , B). Soit w son image dans
W(Ho , B). On a alors exp Xw=exp X$ d’ou e+(Xw){1 par hypothe se. Ceci
montre que le caracte re =w est non trivial. Re ciproquement, si ce caracte re
est non trivial, les me^mes calculs montrent que +~ ne se prolonge pas a
exp h. Ceci prouve la premie re assertion du lemme. Montrons la seconde
assertion. D’apre s 15.6, pour tout H # b tel que (%, exp X) est re gulier,
on a
bP((%, exp X)) 3h*, P((%, exp X))
= :
w # W(G o, B)
=1(w) w[h*]((%, exp X))
= :
w # W(G o, B)W(Ho, B)
:
{ # W(H o, B)
=1(w{) w{[h*]((%, exp X))
Or, pour { # W(Ho , B), =1({)=1 et { } \P&\P=0 d’ou
bP((%, exp X)) 3h*, P((%, exp X))
= :
w # W(Go, B)W(H o, B)
:
{ # W(H o, B)
=1(w) w[h*]((%, exp X)) e+(X {)
= :
w # W(Go, B)W(H o, B)
=1(w) w[h*]((%, exp X)) :
{ # W(H o, B)
e+(X {)
=0 car =+ est un caracte re non trivial.
On conclut gra^ce au the ore me d’unicite que si 3h*, P est nulle sur B, elle est
identiquement nulle. Ceci termine la de monstration du lemme.
Supposons que +~ se prolonge en un caracte re de exp h. Posons
g=&i(++\p) # b* et supposons que g soit un e le ment re gulier de h*. On
a donc G go=Ho . Soit Go(g)
g le reve^tement de Duflo de Ho . On sait
(cf. [Du] remarque II.2) qu’une fois fait le choix d’un lagrangien de gC hC
pour la forme biline aire antisyme trique Bg(X, Y)= g([X, Y]), il est
e quivalent de se donner le caracte re irre ductible +~ de Ho ou le caracte re
irre ductible { de Go(g)g tel que
{{(exp X)=e
ig(X)
{(=)=&1
(X # h)
ou = est l’e le ment non trivial de Go(g)g au dessus de 1.
A la donne de g est attache e une certaine repre sentation irre ductible ?o
de la se rie fondamentale de Go . Remarquons d’autre part que H=G g%
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rencontre toutes les composantes connexes de G% . On a me^me tre s exacte-
ment H=r&1j=1 (%
j, exp h). Soit G(g)g le reve^tement de Duflo de H. A toute
repre sentation irre ductible { de G(g)g telle que
{{(exp X)=e
ig(X) Id
{(=)=&Id
(1)
on associe gra^ce a la parame trisation de Duflo (cf. [Du]) une repre senta-
tion unitaire irre ductible ?{ de G% dont la restriction a Go est un multiple
de ?o (ceci parce que g # b*C ). D’autre part, { est alors de dimension 1, donc
est un caracte re de G(g)g. Les caracte res de G(g)g ve rifiant 1 sont obtenus
de la manie re suivante:
 Soit l=hC +: # &Pg:C . C’est une sous-alge bre de gC dont l’image
par la projection canonique est un sous-espace lagrangien de gC hC pour
la forme biline aire alterne e non de ge ne re e Bg : (X, Y) [ g([X, Y]).
 On note \l =&\P= 12 : # P m:: et \~ l le caracte re unitaire de
G(g)g de fini dans [Du]. Il ve rifie:
{\~ l (exp X)=e
\ l(X)
\~ l (=)=&1
(X # h)
 Soit +~ j ( j=1, ..., k&1), le caracte re de H de fini par
{+~ j (exp X)=e
+(X)
+~ j (%, 1)=e2i?jk
(X # h)
Comme + # ib*, on ve rifie que ceci de finit bien un caracte re de H. Ce
caracte re se remonte en un caracte re de G(g)g et par multiplication avec le
caracte re \~ &1l , il de finit un caracte re {j de G(g)
g ve rifiant (1). On les
obtient tous ainsi. Soit ? j la repre sentation de G% parame tre e par la donne e
(g, {j). Elle fournit un ope rateur d’entrelacement A%, j=? j (%, 1) tel que
pour tout x # Go
?o(x)=A%, j?o(%(x)) A&1%, j
avec Ak %, j=Id. Notons simplement A%, o=A% . Ces ope rateurs d’entrelace-
ment sont lie s par les relations
A%, j=e2i?jkA% .
On notera aussi ?0=? pour e viter la confusion avec ?o (qui est juste sa
restriction a Go), et {0={.
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Soit 3 le caracte re de ? et calculons sa restriction a (%, Go). D’apre s la
formule des caracte res de Bouaziz ([B1] Prop. 6.1.2), pour tout X # b tel
que (%, exp X) est re gulier on a
3((%, exp X))= :
w # W(G o, b)
.(%, exp X)(w } g) (2)
ou .(%, exp X) est la fonction localement constante introduite dans [DHV]
dont la de finition suit.
 Soit q=(Id&Ad(%, exp X))(g) de sorte que g=bq. Pour * # h*C
re gulier, on note alors q* le nombre de valeurs propres strictement
ne gatives de la matrice associe e a la forme hermitienne Y [ i*([Y, Y ]) sur
lhC . On a pour tout w # W(Go , b),
(&1)q
w } g
=(&1)q
g =1(w) (3)
 Pour tout w # W(Go , B)/(Go , h), notons w{ le caracte re { b w&1 de
G(w } g)g. Le caracte re w{\~ l de G(w } G)g de finit aussi un caracte re de H.
On pose alors
.(%, exp X)(w } g)=
(&1)q
w } g
tr( w{\~ l )(%; exp X)
det(Id&(%, exp X)) lh C
(4)
Posons b=|W(Go , b)||W(Go , B)|. On calcule alors
3((%, exp X))
= :
w # W(G o, b)
.(%, exp X)(w } g)
= :
w # W(G o, b)
(&1)q
w } g
tr( w{\~ l)(%, exp X)
det(Id&(%, exp X))lh C
=b :
w # (G o, b)
\ :w$ # W(H o, B) =+(w$)+
(&1)q
w } g
tr( w{\~ l )(%, exp X)
det(Id&(%, exp X)) lh C
=b :
w # W(Go, B)
(&1)q
g =1(w) tr( w{\~ l )(%, 1) tr(w{\~ l )(1, exp X)
>: # &P det(Id&(%, exp X))g :C
=
C%
‘2P((%, exp X))
:
w # W(G o, B)
=1(w) !w } \ P&\ P(%, exp X) e
+(Xw)ew } +(X)
=
C%
‘2P((%, exp X))
:
w # W(G o, B)
=1(w) w[h*](%, exp X)
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ou
C%=
|W(Go , b)|
|W(Go , B)|
(&1)q
g
tr({g \~ l )(%, 1)=
|W(Go , b)|
|W(Go , B)|
(&1)q
g
les choix ayant e te fait de sorte que tr({g\~ l )(%, 1)=1.
Gra^ce au the ore me d’unicite , ceci suffit a de montrer que
3=C%3h*, P .
Nous allons maintenant nous inte resser au cas ou g=&i(++\P) est
singulier. Comme ceci ne nous servira pas dans la suite, on se contentera
de donner les ide es de la de monstration. On reprendra les me^mes notations
que ci-dessus. Soit 1 une composante connexe de (b*)reg telle que g # 1 .
Nous avons construit dans la section 15 les distributions 31h*, P . Nous
allons utiliser les ide es de Zuckerman [Zu] pour montrer comment ces
distributions sont en fait des caracte res tordus de ‘‘limites de se ries
discre tes’’.
Soit X # breg et soit 9 + le syste me de racines positives de 2(gC , hC )
de finit par
9+=[: # 2(gC , hC )Re(:(X))>0
ou Re(:(X))=0 et Im(:(X))>0]
Notons P l’ensemble des e le ments & # h*C qui sont les diffe rentielles d’un
poids de Ho dans une repre sentation de dimension finie de Go . On note
P+ l’ensemble des poids dominants relativement a l’ordre de fini par 9+.
Soit 4 # P+. Alors &4 est le plus bas poids d’une repre sentation irre duc-
tible de dimension finie ?&4o de Go , et ?
&4
o est stable par % si et seulement
si 4 # (h*C )%=b*C . Supposons donc que 4 # P+ & b*C (cet ensemble est
Zariski dense dans b*C , voir [B1], lemme 2.3.5). Alors il existe un ope rateur
L% dans l’espace de la repre sentation ?&4o tel que pour tout y # Go ,
L%?&4o ( y) L
&1
% =?
&4
o (%( y)).
On normalise L% de sorte que Lk%=Id (ceci est possible gra^ce au lemme de
Schur). L’ope rateur L% est de fini a une racine k-ie me de l’unite pre s. On
peut alors e tendre ?&*o en une repre sentation ?
&4 de G% en posant
?&4((%n, y))=Ln%?
&4
o ( y).
Choisissons 4 # 1 de sorte que f = g+4 soit re gulier et qu’il existe une
repre sentation unitaire irre ductible ? fo de Go associe e a f par la parame tri-
sation de Duflo comme ci-dessus. Soit V=? fo ?
&4
o . Cette repre sentation
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s’e tend en une repre sentation ? f?&4 de G% , son caracte re e tant 3f }
tr(?&4). La the orie de Zuckerman nous dit alors que dans la de composition
en irre ductibles de cette repre sentation apparait une seule repre sentation
irre ductible de caracte re infinite simal ig avec multiplicite un. Notons ? g, 1
cette repre sentation. Son caracte re 3g est alors obtenu, pour un bon choix
de l’ope rateur d’entrelacement L% , par les formules de Zuckerman a partir
de 3f en remplac ant f par g dans la formule des caracte res. C’est exactement
ce qui se passe lorsqu’on construit 31h*, P , en particulier la restriction de 3g
a (%, Go) co@ ncide bien, a une constante multiplicative pre s, (la constante
C% exprime e pre ce demment) avec le caracte re 31h*, P .
Application: calcul de multiplicite pour la formule des traces tordues
Nous commenc ons par un re sultat ge ne ral. On reprends les notations
des sections pre ce dentes. Soit x # G
*
t
semi-simple. Posons z=gx et
Z=Gx & G<. Pour toute fonction f # Cc ( G*
t
) posons
Ix( f )=|
GZ
f (gxg&1) dg*
ou dg* es une mesure invariante sur le quotient, normalise e selon nos
conventions.
Soient b une sous-alge bre de Cartan fondamentale de z et Pz un syste me
de racines positives de 2(zC , bC ). On pose |~ =>: # P z H: . Soit cZ la
constante telle que pour toute fonction . # Cc (z) on ait
.(0)=cZ lim
X # b$
X  0
(((|~ ) } (aP z Jz (.) | b ))(X)
(voir [Var], the ore me I.8.11).
Posons B=x exp b. C’est un sous-espace de Cartan de G
*
t
. On a alors
The ore me 18.3. Pour toute fonction f # Cc ( G*
t
), on a
Ix( f )=cZ |det(Id&Ad(x&1) | gz |&12
_ lim
X # b$ & ’z
X  0
((((|~ ) b e\ P) } (bPJG <( f )) |B))(x exp X)
De monstration. On voit qu’il suffit d’e tablir le the ore me pour une
fonction f a support dans un bon voisinage U autour de x. Reprenons les
notations de la section 10, en particulier de la proposition 10.1. Un calcul
simple montre qu’il existe une constante =x=\1 telle que
aPz ==xe\PbP . (5)
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Or, sur un voisinage suffisamment petit de 0 dans b, cette constante vaut 1.
Soit . # Cc (G
<_V) telle que ?
*
(.)= f. On a pour tout x # b$ & V,
(((|~ b e\ P) } (bPJG <( f )B))(x exp X)=((|~ ) } (aP z Jz ( p*(.)) |b ))(X)
et donc
cZ lim
X # b$ & ’z
X  0
((((|~ ) b e\ P) } (bPJG <( f ) |B))(x exp X)
= p
*
(.)(0)=|
G <
.(g, 0) dg=|
G <Z
|
Z
.(gm&1, 0) dm dg*
Or,
?
*
(.) ( gxg&1)=|det(Id&Ad(x&1) | gz | &12 |
Z
.(gm&1, 0) dm
Le the ore me en re sulte facilement.
On reprend maintenant les notations du de but de cette section et nous
allons introduire la formule des traces tordue. Soit 1 un sous-groupe
discret cocompact de Go et l’on suppose que la seule classe de conjugaison
elliptique d’e le ments de la forme (%, #), # # 1, est celle de (%, 1). On suppose
de plus que 1 est %-stable. Alors le groupe 1%=(%) _ 1 est un sous-groupe
discret de G% et l’on identifie naturellement G% 1% a Go1. L’action de G%
sur Go1 est alors donne e par
(%n, g) } x1= g%n(x) } 1.
On note r% la repre sentation naturelle de G% dans L2(Go 1). Soit f #
Cc ((%, Go)). L’ope rateur r
% ( f ) de L2(Go1 ) est de finit par
(r% ( f )(8))(x)=|
G %
f ( y) 8( y&1 } x) dy
pour toute fonction 8 # L2(Go 1 ). On calcule
(r% ( f )(8))(x)=|
G o1
:
# # 1
f (%, x%(g#)&1) 8(g) dg* .
L’ope rateur r% ( f ) est donc inte gral et est donne par le noyau
kf (x, y)= :
# # 1
f ((%, x%(g#)&1).
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On en de duit que
tr(r% ( f ))=|
G1
:
# # 1
f ((%, y%(g#)&1) dy*
= :
# # [1]
vol(G#1 #) |
GoG #
f ((%, y#%( y&1))) dy*
= :
# # [1]
vol(G#1 #) I(%, #)( f ) (6)
ou G#=G (%, #)o , 1
#=1(%, #) et [1] de signe un syste me de repre sentants des
classes de conjugaison tordues sous 1 de 1.
D’autre part
tr(r% ( f ))= :
? # G%
t
m(?) tr(?( f )) (7)
ou G%@ de signe le dual unitaire de G% et les m(?) sont des multiplicite s finies.
Soit h* # B u tel que 3h*, P soit non nulle. Supposons que g=&i(++\P)
soit re gulier et notons ?j les repre sentations de G%@ construites pre ce dem-
ment. On a vu plus haut qu’il existe une constante C% telle que tr(? j)=
e2i?jkC%3h*, P .
Lemme 18.4. Il existe f0 # Cc ((%, Go)) telle que
(i) 3h*, P( f0)=1
(ii) pour tout sous-espace de Cartan A de (%, Go) non conjugue a B,
pour tout syste me de racines imaginaires positives PA de 2(gC , aC ), pour
tout a* # A , et pour tout b* # B u diffe rent de h* on a
3a*, P A( f0)=0 et 3b*, P( f0)=0
(iii) f0 est a support dans Go[B].
De monstration. On conside re la fonction  sur Breg de finie par
(t)=
1
|W(Go , B)| vol B
:
w # W(G o, B)
=1(w) w[h*](t)
ou le volume de B est calcule avec nos conventions de mesures. Alors
 # C(B)&P (notations de la section 17). D’apre s le the ore me 11.2, il
existe f0 # Cc ((%, Go)) ayant son support dans Go[B] telle que
(b&PJG o( f0))(t)=(t) (t # Breg).
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On ve rifie maintenant facilement que f0 ve rifie les proprie te s voulues. Ceci
termine la de monstration du lemme.
En e crivant de deux manie res diffe rentes tr(r% ( f0)) gra^ce a 6 et 7, on
obtient
:
k&1
j=1
m(? j) e2i?jkC%= :
# # [1]
vol(G#1 #) I(%, #)( f0)=vol(Go1 ) I(%, 1)( f0)
la dernie re e galite e tant due au fait que f0 est a support dans les e le ments
elliptiques et que (%, 1) est le seul e le ment elliptique de (%, 1 ) a la conjugaison
sous Go pre s.
Pour tout X # b tel que (%, exp X) # Breg on a
JG o( f0)=
b&P((%, exp X))&1
|W(Go , B)| vol B
:
W(Go, B)
=1(w) w[h*]((%, exp X))
On a d’autre part d’apre s (5)
bP((%, exp X))
b&P((%, exp X))
=(&1) |P z | e&2\P(X)
d’ou
((w~ b e\ P) } (bPJG o( f0) |B)))((%, exp X))
=
1
vol B
(&1)|P3 |
|W(Go , B)|
:
W(Go , B)
=1(w) w[h*]((%, 1)) (w~ ) } =&w } (++\ P)(X )
=
1
vol B
(&1) |P z |
|W(Go , B)|
:
W(G o , B)
=1(w) w[h*]((%, 1))
_\ ‘: # P a &w } g(H:)+ e
&w } (++\ P)(X )
et donc
I(%, 1)( f0)=
cZ |det(Id&%)gz | 12
vol B |W(Go , B)|
:
W(G o, B)
=1(w)
_\ ‘: # P z w } g(H:)+ w[h*]((%, 1)) (9)
d’ou finalement
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Proposition 18.5. On a:
:
k&1
j=1
m(? j) e2i?jk=
cZ vol(Go 1 ) |det(Id&%)gz |12 (&1)q
g
vol B |W(Go , b)|
_ :
W(Go, B)
=1(w) \ ‘: # P z w } g(H:)+ w[h*]((%, 1))
Explicitons la constante cZ : soit r un supple mentaire orthogonal (pour
la forme biline aire } | z ) de b dans z, et posons dim r=2d. Soit e le nombre
de valeurs propres strictement ne gatives de la matrice de la restriction de
} a r. Alors, d’apre s [DV], II.5, on a
cZ=
(&1)e
|W(Zo , b)| (2?)d
.
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